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PREFACIO 


análisis vectorial correspondiente al programa de los centros de 
enseñanza técnica superior, 

En el comienzo de cada párrafo se expone la teoría básica 
y se brindan las resoluciones detalladas de un número suficiente- 
mente grande de problemas típicos. En el libro se analizan 100 
ejemplos, además, se dan 314 problemas para ser resueltos por cuenta 
propia. Ёп el libro hay algunos problemas de carácter aplicado, 
elegidos de tal modo, que el análisis de los mismos requiera del 
lector conocimientos complementarios de disciplinas especializa- 
das. El material del sexto capítulo dedicado a las coordenadas 
curvilíneas y las operaciones principales del análisis vectorial está 
incluido en el manual para dar al lector po: де 
los hábitos necesarios resolviendo una cantidad mínima 
problemas. 

La metódica de exposición del material ез semejante a la 
metódica de la cátedra de matemáticas superioros del Instituto 
energético de Moscú. 

El libro puede ser considerado como un curso breve de an: 
vectorial, en el que se comunican sin demostración los hechos bá- 
sicos con ilustración de ejemplos concretos. Por eso, este manual 
үеде ser empleado, por una parte, para repetir los fundamentos 
lel análisis vectorial, y, por otra parte, como el libro de texto 
para los especialistas, los cuales sin entrar en la demostración de 
algunas teoremas y del material teórico, quieren dominar la téc- 
nica de operación del análisis vectorial. 

Escribiendo el manual los autores utilizaron el material que 
contienen los cursos de operaciones vectoriales y otros manuales. 
La parte considerable de los problemas está compuesta por los 
autores, 


r 
los 
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Esta colección de problemas está dedicada a los estudiantes 
de los centros do enseñanza técnica superior, y, también para 
los estudiantes de otros centros que saben la álgobra vectorial уе! 
análisis matemático en los límites del programa de los dos prime- 
ros años de estudio en los centros de enseñanza técnica superior. 

Todas las observaciones y consejos dirigidos al mejoramiento 
del manual los aceptaremos con gratitud. 


М. L. Кгазпоу 
I. Kiseliov 
С. I. Makárenko 


CAPÍTULO 1 


FUNCION VECTORIAL 
DE UN ARGUMENTO ESCALAR 


$ 1. HODOGRAFA DE FUNCIÓN VECTORIAL 


Definición 1. Un vector » se Пата función vectorial del argu- 
mento escalar 2, si a cada valor del escalar del dominio de valores 
admisibles le corresponde un valor determinado del vector г. Va- 
wos a escribirlo como sigue: 


r=r(). 


Si el vector r es función del argumento escalar £ 


r=r (0, 


entonces las coordenadas =, y, z del vector r son funciones del 
argumento £ tam! 


z= z(t), y=yll, == 2 (0. 


A la inversa, si las coordenadas del vector r son funciones de t, 
entonces la función de £ será el mismo vector r: 


r=xMi+y(0j+=(0k 


De 1а) modo, la expresión de la función vectorial r (1) es igual 
а la expresión de tres funciones escalares z (1), y (2), 2 (0). 
Definición 2. Modógrafa de la función vectorial r (t) de un 
argumento escalar se llama el lugar geométrico de los puntos que 
describe extremo del vector ғ (t) con el cambio del escalar t cuando 
el origen r (t) se encuentra en un punto fijo O del espacio (fig. 1). 
La hodógrafa del radio-vector r = ғ (t) de un punto que se 
mueve es la misma trayectoria /, de este punto. La hodógrafa de 
velocidad v = о (t) de esto punto es cierta otra línea Za (fig. 2). 
Por consiguiente, si un punto material traza una circunferencia 
соп una velocidad constante | v | = const, entonces su hodógrafa 
de velocidades es también una circunferencia con centro en el punto 
п radio igual а | о|. 
Чо» 1. Construir la hodógrafa del vector г = ti + 


+ 
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Solución. 1”. Esta construcción se puede realizar según los 
puntos construyendo la tabla: 


1 | 2 | 3 


o | i+j+k | сезира 


ДЕ 4 


r 


2. Se puede hallar otra solución: al denominar por medio de 
ж, y, © las coordenadas dol vector г tendremos 


а, 


y=t z 


0 FIG. 4 


FIG. 2 


Excluyendo de estas ecuaciones el parámetro £ но 
las ecuaciones de las superficies у = z, 2 = 2, la línoa de inter- 
pel $ ao с las cuales y determinará la hodógrafa del vector 
г (2 lig. 


$2. 


LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCION VECTORIAL 


1. Construir las hodógrafas de los vectores: 


a) а $ ВЫ: 


9 r= giter 
c) r=cost-i-+sen t-j -+ k. 
яга ув. 


METETE CY 


eN Ж® +2 


FIG. 3 


$ 2. LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCION 
VECTORIAL DE UN ARGUMENTO ESCALAR 


“ 


Sea determinada la función vectorial г = г (t) del argumiento 
escalar Е en un entorno del valor t, del argumento #, excepto, puede 
ser el mismo valor to. 


Definición 1. El vector constante А se Пата 


del 


vector r (t) соп Ф-> to, si para cualquiera e >0 existe б >0 
tal que para todos los t tọ, que satisfacen la condición | # — 
— to 1 < 6, so cumpla la desigualdad 


170 41 < е. 
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Así como en el análisis ordinario escriben límr (0) = A. Geo- 
Pm чаа tte 
métricamento esto significa que el vector r (0 si 
ча 


— tp tiendo al 


vector A tanto por la longitud como por la dirección (fig. 4). 
2 
72 
> 7 
Y Y 
б 
о У ма. 4 


Definición 2. 
para £=> tọ si (0) 


1 vector æ (t) se Пата infinitamente pequeño 
lo £ => to y éste es igual а сего: 
lim а (1) 0, 
tte 
о, lo que es lo mismo, para cualquiera + > 0 
que para todos los £ + (о que satisfacen la condi 
se cumplo la desigualdad |æ (0) | < =. 
Ejemplo 1. Mostrar que el vector а (1) = ti 
vector infinitamente pequeño para {> 0. 
Solución, Tenemos 


te un ё > 0 tal 
n |t - № | = 6, 


sen tj es un 


Га (t) | = | ti 4 sen tj i< 121 4 1 вепр 2101, 
Чо donde se ve que si para todo = > 0 tomamos б = e/2 entonces, 
con |t — O| < 8 = e/2,' obtenemos | а (t) | < e. Conforme a la 
definición esto significa que æ (t) es un vector infinitamente peque- 
ño siendo t— 0. 

2. Mostrar que el límite del módulo del vector es igual 
al módulo de su límite, si el último límite existe. 

3. Demostrar que para que la función vectorial 
r (t) tenga el límite А con £ — t, es necesario y suficiente 
que r (t) sea representado en forma de 


r(t) = А-а (0), 
donde о (t) es un vector infinitamente pequeño para 
tt. 
4. Mostrar que si las funciones vectoriales a (t) y 
b(t) tienen límites para t — tọ: 
lma(t)=A, lím d()=B, 
tete 
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entonces su suma а (t) + b (t) y diferencia а (t) — b (t) 
también tienen límites siendo 2 —-{,, con todo esto 


lím [a (t) +b (t) = А -+ В. 


5. Sea 
líma(t)=A, lím (0) = В 
te 


сч, 
Demostrar que 


И (а (t), 6(1)) = (А, В), 


donde (a (1), b (бу es el producto escalar de las funciones 
vectoriales а (t) y b (t). 
6. Sea 
rt) = z (t) i + y (t) j + z (1) k, A = aji + aj + ask. 
Mostrar que si lim r(t)=A, es que 
lím z (t)= а,, lím y (1) =az, lím z(t) — аз. 
р 


bote >te 
Hallar los siguientes poc 


(20: ¿q ta sosti 1 у ek). 


(E Er da 


i+ cost- j+ 


тік): 
sent. A4cost > t 
учы кыт jy ta), 


2E j42k). 
Definición 3. La función vectorial r = ғ (t) definida ¿en м 
entorno del valor de t = ty se llama continua para t = tọ si 
lim п) =н 00). 


De otro modo, r = г (t) es continua siendo # — tp si para todo 
e > 0 existe un б > 0 tal, que para todo £ que satisface la condi- 
ción 12 t — ty | < б, se cumple = desigualdad |r (t) —r (to) |< е. 

La hodógrafa de una función vectorial continua de argumento 
escalar es una curva continua. 
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12. Partiendo de la desigualdad conocida | a — b| > 
> |ia | — lb |l, mostrar que de la continuidad de la 
función vectorial proporciona la continuidad de su 
módulo. ¿Es cierta la expresión inversa? 

13. Mostrar que si a (t) у b (t) son continuas para 


t = tay entonces la función vectorial а (1) + b (0) es 
continua también para / = ty. 

14. Función vectorial а (0) | Ь (4) os continua para 
1: ly. ¿Se deduce de esto que los vectores a (1) y b (t) 


también son continuos para L-- ty? 

15. Demostrar que si a (1) y b (0) son las funciones 
vectoriales continuas, el producto escalar (a (t), b (0) 
y producto vectorial la (0, b (£)) también son continuos, 


$ 3. DERIVADA DE UNA FUNCION 
VECTORIAL POR EL 
ARGUMENTO ESCALAR 
Sea la función vectorial r = r (t) determinada para todo 2 
del intervalo (fo, ty). Tomemos un valor £ € (to, &,), demos a t el 


incremento At tal, que 2 + Al € (to, t) y hallemos el incremento 
correspondiente Ar = г (t -+ At) —r (t) de la función vectorial 


r (0. Examinemos luego la relación 27. 

Definición, Si con At — 0 la relación 2% tiene límite, enton- 
cos ol mismo so llama derivada de la función vectorial г = r (0) por 
el argumento escalar £ para un valor dado £ del argumento y se 


0 (también >” (t) ór (1). De tal modo 


indica Y, 
аг) _ Ar_ г@-+лу—га) 
т = Далаг о, АЕ * 
En este caso r == ғ (t) so denomina diferenctable. 


16. Mostrar que si la función vectorial r =r (t) 
tiene derivada para cierto valor ѓ del argumento, entonces 
ella es continua para este valor de t. 


La derivada de la función vectorial r (t) del argumento escalar 
t es un vector dirigido por tangente а la hodógrafa del vector ini- 


cial en el punto que consideramos (fig. 5). Con esto, el vector © 


está dirigido en ol sentido del movimiento del extremo del vector 
r (t) por hodógrala cuando el parámetro £ se incrementa. 
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Ра 


Sea r = r (t) radio vector de un punto en movimiento. En- 
tonces о = 2 оз el vector йе velocidad do este punto. 


di 
Sea ý 
rO==0i+10I+20k 


м dr 


юс. 0 


donde las funciones z (1), y (0), = (£) son diferenciables en punto t. 
Entonces existe 97 para oste valor de £ y 


de 


dr de de 
de 


аш 


ау. 
++ +4 к. 
Ejemplo 4. Hallar 4, si г =: iacos 2 4- joson £ (el punto 


se mueve por elipse). 
Solución. Según la fórmula (1) 


sen t4 jò сох t, 


Por analogía con la diferencial de la función escalar la de la 
función vectorial r = r (t) es el vector dr que se determina por la 
igualdad 


donde dt = At es el incremento del argi 
Como también para las funciones e: 


Ar= dr + a-At, 
donde æ = а (t, Al) > 0 para At - 0. 
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PRINCIPALES REGLAS DE DIFERENCIACION DE LAS 
FUNCIONES VECTORIALES 


Supongamos que todas las funciones que consideramos (escala- 
res y vectoriales) sean continuas y diferenci 
de 
stante, entonces gA о. 
2. La derivada de la suma de las funciones vectoriales es 
igual a la suma de las derivadas 


1°. Si с es un vector co 


ааб) Бъ) аа 
а аг 


за que la función vectorial а (t) ве mult 


iplica por la 
scalar т (0) del mismo argumento escalar. Ent 


fune onces 


dima) _ 

dí 
1 dab (a, de) y (de .b). 
jú aier ti, b cs ,0]+[ ч Li 


(En esta fórmula en el segundo miembro ha de observarse el mismo 
orden de los multiplicadores a y b que ап el primer miembro.) 

Demostremos, por ejemplo, la fórmula 4°. Pongamos Ф (1) = 
= (a (t), b (0). Demos a £ ol incromento At; debido а la propiedad 
distributiva para el producto escalar tendremos 


Аф = q (t + М) — p (t) = (a + Aa, b- Ab) — 
— (a, b) = (Aa, b) + (a, Ab) + (Aa, Ab). 


да. Ab Aa 
== po) Ағ (2, а). a 
Según la condición las funciones а (0) y 6 (0) tienen derivadas 
para el valor £ del argumento y, por consiguiente, son continuas 
con este valor del £. Por eso 
da da ци .А6 _ 46 


AA A д + # подо 


Do о, 


Pasando еп (2) al límite para At — 0 Atenas 


> в) + (e Ж 


17. Dado г = г (t). Hallar las derivadas 
a) 4 (ғ2); b) а (7 2): с) e [~ | 
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18. Demostrar que si el módulo [г | de la función 
vectorial г = ғ (t) permanece constante para todos los 
valores del £, es que 27. 1 r. ¿Cuál es el sentido geométri- 
co de este fenómeno? 


19. Demostrar que si e es el vector unitario de la 
dirección del vector E, entonces 


_ ТЕ, Е] 
le, ае] = у. 


20. Ѕеа 
u = u, (£, у, 2, t) і + из (z, y, 2, t) j + из (z, y, z, t) k, 


donde шу, из, из son las funciones continuamente dife- 
renciables de sus argumentos, y z, y, z son las funciones 
continuamente diferenciables de t. Mostrar que 


du _ du | ди dz du dy би dz 
«=ataa ау а а ай“ 
21. Hallar la trayectoria del movimiento para el cual 
el radio vector r (t) del punto que se mueve satisface la 
condición 27 = la, r] donde a es un vector constante. 


La derivada 27 10 la función vectorial r (1) dol argu- 
mento escalar, es la funció: 


vectorial del mismo argu- 
mento. Si existo derivada do” , olla so llama derivada 


2) г. 
de segundo orden y so indica Ч. En general 
dir d ( dep ) 


тарт = че (аг n=1,2,... 

22. Dado el radio vector de un punto que se mueve 
en el espacio 

r fa sen t, —a cos t, bt?) 

(t es tiempo; a, b, son constantes). Hallar las hodógrafas 
de velocidad y de aceleración. 

23. Dado: r = a соз ot + b sen оѓ, donde о, a, b 
son constantes. Demostrar que 


1) [>] = ва, ы, 


201408 
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24. Mostrar que si г = aevt 4- bet, donde a y b 
2, 
son los vectores constantes, entonces m or = 0. 


25. Mostrar que el módulo de la diferencial del radio 
vector de un punto es igual a la diferencial de longitud 
del arco que traza el mismo punto. 

26. Sea a = a (u) la función vectorial del escalar u 
donde u a su vez es una función escalar del escalar básico t. 
Suponiendo que а (и) y и = u (t) son diferenciables tan- 
tas veces como sea necosario, hallar la expresión para las 

de 
а' qa” 


derivadas de la función compuesta 


$ 4. INTEGRACION DE LA FUNCION 
VECTORIAL DEL ARGUMENTO ESCALAR 


Definición 1. Denominemos la función vectorial A (1) 
función primitiva para la función vectorial а (t) рага ty < t < 
-< h si A (0 es diferenciable y 

4А 
a" LE llo, ti). 

Definición 2. Integral indefinida de la función vectorial del 

argumento escalar а = а (1) so llama el conjunto de todas las 


funeionos primitivas para (0. La intogral indofinida do la fun- 
ción vectorial al igual quo en el cálculo integral se denomina соп 


ol signo ] Tonomos 


{адаа оте, 


donde А (t) es alguna de las funciones primitivas para а (t), Сез 
un vector constante arbitrario. 

Para las integrales de las funciones vectoriales son válidas 
las propiedades siguientes: 


4%. | aa (i) dt=a | а() dt (ques una constante numérica) 


q | (a(t) + b (1)) at= { аа о а, 
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27. Mostrar que si e es vector constante y a (t) es vector 
variable, entonces, 


[ е.а 0) а (е, [ао а), 


fre amar=[e, {ао 4 |. 
Si Y e 
a (t) = а (t) i + а, (t) j + as (t) k 
entonces 
faw а= | a Dati |. (0) de+k | аз (t) dt, Mm 


es decir, la integra 
integraciones ordinarias. 
Ejemplo 4. Hallar la integral indefinida para la función vec- 
torial а (t) = ¿cos £ + jert k. 
Solución. Según la fórmula (1) 


| a(9 dt { costar j 1 et dt4k f a= 
= ison t— jet kedo, 
dondo e os un vector constante arbitrario. 


Hallar las integrales de las funciones vectoriales 
siguientes: 


28. а (0) — te'i +son? t. j— Tr- 


de la función vectorial se reduce a tres 


ti 
pa 


29. a(t)= +te”j + coste de. 


30. a(t) —costesnt.¿—teost?.j | de. 
П 


31. ай = 


2—1 ѕеп і. ј 24. 


Sea la función vectorial а (t) determinada y continua en un 
tramo (to, 7] de la variación del argumento t. 
Definición 3. Se Пата integral definida do la función vecto- 
а (t) en el tramo [4..7], ol límite de sumas vectoriales integrales 
ni 
o= Уа(ть) Ata, Th€ ltr, и, 
= 


cuando la longitud At del mayor de los segmentos It, би] 
1 


(к == 0, 1, ..., п — 1), en los que está dividido el tramo |, 7 
tiende 'a согог 


т = 
fama lim, S atn ла. 
ta o 
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Es válida la fórmula 


= 
j a (t) dt= A (T)—A (to), e, 


а cualquiera para la función а (0 en 


a (t) = а (t) i + as (t) j + as (t) k, 


entonces 
т т т т 
\ adi | «д \ аак} а,б. (3) 
Я р ё de 


эз 
Ejemplo 2. Calcular | а (у‹й, donde а (t) = i cost— j sen? t. 
Solución. En virtud de la fórmula (3) 


w2 42 мг 
feou =i | cos tdt—j | sen? t dt = 
] 


/2 _ [#30026 \ м2 _, л 
жер (2) |6 


ib 
Calcular las integralos siguientes: 


а 
32. Jamas, donde а — ѕеп2 t с03{-# -|- соз? х 


x sen t-j +k. 


1 Р А 

33. “а, Е HE 4 ket, 
1 

34. Jena, donde а —Зл cos лі.і— da +2tk. 
я 


35. Janar donde а = (22 4- л) i +t sen t-j -+ лк. 


Ejemplo 3. Una corriente eléctrica de fuerza / corre de abajo 
hacia arriba por un conductor infinito que coincide con el eje Оз. 
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Hallar el vector H de la intensidad del campo magnético que crea 

esta corriente en un punto arbitrario М (z, y, 2) del espacio (fig. 5. 
Solución, Examínemos un elemento suficientemente 

PP, = 45 del eje Oz. Según la ley Bio—Savar la tensión di del 

campo magnético que engendra en el punto M la corriente eléctrica 


p М(х.у,2) 


FIG. 6 


que pasa por el elemento del conducto E, coincide en la di 
con el реше vectorial [d¢, гу], dondo di = РЁ, 1461 = 

= dí, r, = PM (véase la fig. б). Según esta misma ley el módulo 
dol vector ан es igual a 


12m |= 2 sen (dt А 
i 


de 


donde (4 7) es el ángulo formado con los vectores 45 y гү. Debido 
a 


114 ri} | = пй son (dí, Pi), 
se puede escribir 


OS nl- w 


Para obtener el vector buscado Н en el punto M es necesario sumar 
todos los vectores dif que se refieren a 10s elementos diferentes РР, 
del conductor, os decir, integrar la expresión (8) por todo el eje 
10, 
п | lat т 6 
=> 
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Teneos 
5 r, = OM — ОР. 
OM = zi + yj + 18, РО = tk, 
por eso Е 
P m= st +j + (s — tk, 
os así que 


In l= VIE 07 у E 
donde p= V 23 уз os ladistancia del punto M hasta ol eje del 


conductor. 
Para el producto vectorial [45, гү] tenemos 
і k 


tł 
Idg, r= {о 0 a 


ёи dg- ja dg, 


= у 2—1 
y la fórmula (5) toma la forma (el punto M (z, у, з), os fija 
7 = const) 
ы Г. de 
M=1(yitz - (6; 
vitaj) Toor ) 


Para calcula: 
la sustiluci 


а integral en el segundo miembro (6) efectuamos 


&= 
Obtendremos 
+o 5/2 
{ д = ў pat a 
2 [02+ e 08 iyo 0082 4103 1 ре tg? 11872 
2 
=> | а-я. 


2/2 
Ahora bien, el vector de'la intensidad)H del campo magnético 
en nuestro caso se determina mediante la fórmula 


21 ‚ 
H=- (vitaj) 


a=2u, rl 


donde 1 = Г.К es el vector de la corriente, r es el radio vector del 


punto M (z, y, 2) del campo, p es la distancia del punto M hasta el 
eje del conductor, 
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Ejemplo 4. Movimiento de un electrón еп un campo magnético 
homogéneo. 

1°. Sea que en un dominio del espacio se ha creado un campo 
magnético H que es constante por su magnitud y dirección (campo 
homogéneo). que en un momento de tiempo £= fọ en este 
campo ingresa un electrón con velocidad inicial со. Determinar la 
trayectoria del electrón. 


Solución. Supongamos primeramente que el vector vy es 
perpendicular a у que la posición inicial del electrón os ol punto 
Мо, Tomemos el origen O en un punto arbitrario del plano Р que 
pasa por el punto Мо perpendicularmente al vector М (fig. 7). Sea 


ro el radio vector inicial ОШ, r el radio vector del electrón en el 
momento dado de tiempo +, v la velocidad instantánea on este 
mismo momento. La ecuación diferencial básica del movimiento os 


La fuerza F quo actúa en el momento £ sobre el electrón por parto 
dol campo magnético, como se sabo, es pal а 

= —ey М, о], 
dondo a os la magnitud /absoluta 46 carga del electrón. De tal 
modo, 


tojv, Н). (7) 


La fuerza Ё ез perpendicular a la dirección de la velocidad y a la 
dirección del campo H еп cada momento £; esta fuerza hará desviar 
el electrón en cada momento de su movimiento rectilíneo y trazar 
wna trayectoria curvilínea. 
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Escribamos la ecuación (7) en la forma de 
do dr 
ngela Н] 
e integrémosla con respecto a £ desde to hasta t, Obteudremos 


mo — moy = eg lr, Н] — es Iro, Н] 
mo = ео |r, Н] + (m0, — eg (ғо, МЇ). (8) 


jamos ahora ol origen de coordenadas О” de tal modo que el 
do que está entre paréntesis en el segundo miembro (8) so 
anule, ез decir, para que 


ео [ro H] = mva. (9) 


De (9) so deduce que el vector inicial ғо debe ser perpendicular al 
YOctor Da y encontrarse en la línea recta Afa K, que es perpendicular 
lo 


al plano de los vectores ро y H. El módulo del vector ra, en virtud 
de (9) debe satisfacer la expresión 
r JH|= A 
de aña во Irol -| Н | = т || 
Е 
ТТ э 


Así so determina la posición dol origen nuovo O”. Respecto а «1 
la ecuación (8) so escribe como sigu 


то = ey[r, H) (11) 
о 
mE вы", Н] (12) 


Do la ecuación (11) surge que la trayectoria del electrón será una 
curva plana que se encuentra ол el plano Р, puesto que el vector 
ven cada momento de tiempo es perpendicular а И. Multipliquemos 
ahora ambos miembros de la ecuación (12) escalarmente por r: 


т (r, >) =, Ir, Ну. азу 
El producto mixto del segundo miembro (43) es igual а cero, del 


esto modo 
(~ #)=о. 


Do aquí 
а а П 
F ar 03) = 0. os decir ға = сопзі. 


Esto es la ecuación de una circunferencia que se encuentra en el 
plano P, con el centro elegido en el punto O”. El radio de esta cir- 
cunferoncia se determina mediante la fórmula (10), ya que el punto 
inicial Mp también debe encontrarse en esta circunferencia. Así, 
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definitivamente 


%1Н\” 

Do tal modo, si un electrón se mueve en un campo magnético 
homogéneo Н a velocidad inicial р, que es perpendicular a H, 
aquél trazará en este campo una trayectoria circular on el plano P 
que ез perpendicular a Н у que pasa por el punto inicial. El radio 

le esta circunferencia se determina por medio de la fórmula (10) 
y su centro O” se encuentra en la línea recta perpendicular al plano 
de vectores Do y H. Al mismo tiempo el giro de ро a H debe ser 
visto desde el punto O” en sentido antihorario. 

De la fórmula (10) se ve que el lio ғо de la circunferencia os 
inversamente proporcional a | H |. De tal modo cuanto más fuerte 
es la intensidad del campo magnético tanto mayor es la curvatura 
de la trayectoria. 

De la fórmula (11) 


то = eir, H) 


se ve que si r es constante on su módulo y.todo el tiempo es perpen- 
dicular a Н, entonces la velocidad о es constante en la magnitud: 


Lo | = vo = const, 


FIG. 8 


de manera que ol electrón зо mueva por la órbita uniformemente. 


El período de revolución 7 es igual a 
2aro _ т 
айныр СЕ 


La velocidad inicial о no entra en esta fórmula. De tal modo, 
cualquiera que sea la velocidad ial ve, perpendicular а И, а 
que cayese el electrón en el campo magnético homogéneo, el mismo 
realizará una revolución por órbita siempre en el mismo tiempo 7, 
independientemente de la magnitud ve: 
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2°, Supongamos ahora que el electrón se encuentra en ol 
campo magnético homogéneo Н a cualquier velocidad inicial V que 
по es perpendicular al vector И. Entonces, esta velocidad + se puede 
descomponer en dos componentes: el vector оо dirigido perpendi- 
cularmente al campo y el vector о, dirigido a lo largo del campo 
magnético. 

De la fórmula 


F = e |V, Н] = е, [vo, Н] 


so ve que la fuerza «rotorcedora» F se determina solamente con la 
componente perpendicular vo y que la última le dará al electrón 
el movimiento rotatorio por el círculo (con el centro en 0”), que 
hemos examinado arriba. Respecto а la segunda componente, гү 
el electrón la va a conservar por inercia y además del movimiento 
circular uniforme tendrá también un movimiento rectilíneo y uni- 
formo а lo largo de la dirección Н а velocidad v, = | V | cos æ. 
La combinación do estos movimientos producirá una línea helicoidal 
con eje paralelo al vector М, la cual pasa por el punto O” (fig. 8). 


$ 5. DERIVADAS PRIMERA Y SEGUNDA 

DE UN VECTOR RESPECTO А LA LONGITUD 
DEL ARCO. CURVATURA DE UNA CURVA. 
NORMAL PRINCIPAL 


na línea 2. Escojamos en olla 
punto do referencia y también 


r=r (s). 


Al elegir dicho parámetro tenemos 


donde то es el vector unitario orientado рог la tangente а la línea 
L en dirección del crecimiento del parámetro s. 
Si ol vector r está dado por las coordenadas 


r= zi + и + 28, 


entonces 


de, dy ;, de 
9 — dE тү. ¡y de 
еа а ta 


a) (+) 


con todo eso 


и 
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Puesto que 159] =4, el vector E es ortogonal al vector 19. 


El módulo del vector ¿4 


к. 


ds 

| dee 
ds 

Aquí К ез la curvatura de la línea 2, en el punto М. 


Э муг) 


FIG. 9 
x 


o 
н con el vector $ у paso 


La recta que coincide en direcci 


рог 01 punto M de la curva se Пата normal principal de la curva 
on el punto М. Designando por n° el vector unitario de esta direc- 
ción tendremos 


q Ки" 4) 


La magnitud, inversa a la curvatura de la curva en el punto 
dado, so llama radio de curvatura de la curva en este punto y se 
designa por Я: 


к. 
Dobido а esto la fórmula (1) se puede escribir como sigue: 
EA 


De donde 


de) > 2 
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La fórmula (2) permite calcular la curvatura de una línea on un 
punto cualquiera si esta línea está prefijada por sus ecuaciones 
paramétricas, en las que el parámetro es la longitud s del arco. 
der En ol caso especial de una curva plana, do la circunferencia 
lol radio а 


tenemos 
diz 1 з 
ds a 


y la fórmula (2) da 
1 
т 


es decir, la curvatura de la circunferencia de radio а es constante 
e igual a la magnitud inversa al radio de circunferencia. 


Же 


Si la línea 7, es determinada por la ecuación vectorial paramé- 
иїсаг = г (t), donde el parámetro £ es arbitrario, entonces 
Па, 01] 
1 de? “ЧЁ н 
Ке; А @ 


La fórmula (3) permite calcular la curvatura de una curva en 
un punto cualquiera siehdo prefijada arbitrariamente paramétrica 
esta curva, 

Ejemplo 1. Calcular la curvatura de una línea helicoidal 


r = a cos t-i + a sen t-j + МК. 
Solución. Puesto que 
dr 


м — а зеп #-#- а созі. ј - АК, 


= —acost-i—ason t-j, 


dt? 
el producto vectorial será 
dı dîr і Ж 
А ” 
чє, ча |= asent acost h|=ahsent-i— 


—acost —asont 0 |--ahcost-j-+atk. 
Por consiguiente, 
2 я НЕЕ 
[Pe Elorza [ova 


a? ‘ая 
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Debido a la fórmula (3) tenemos 
1 


а 
== 


n= 22 const. 


De tal modo, la línea helicoidal tiene un radio constante de cur~ 
vatura. 


Hallar el radio de curvatura de las líneas dadas: 

36. r = In cos t-i + In sen t-j + Y 2f-k. 

37. г = Pi + 2°). 

38. r = 38 + (3t — 19) j + 2k, рага t = 1. 

39. r = а (cos t + t sen t) i + a (sen t — t cos t) j 
para t = n/2. 

40. r = ach t-i + ash t-j 4 atk en un punto ¢ cual- 
quiera. 


$ 6. PLANO OSCULADOR. BINORMAL. 
TORSION. FORMULAS DE FRENET 
El pl; la la 1 principal 
curva dada "£ en el punto М lama plano ostulado? оп esto 
punto М. 


Cuando una curva es plana, el plano ocsulador coincide con 
el plano de la curva. 


Si un vector r=r (1) tiene derivada continua -£7 өп un on- 


torno del punto fẹ y, además, segunda derivada ea tal, que 
СФ) r (0) 
[ T dt? a ] +0 


entonces еп el punto ё = f existe un plano osculador а la curva 
r =r (0), siendo la ecuación vectorial del cual 


(өг). [2, TE 


donde р-р (ї) ев el radio vector del punto corriente del plano. 

La normal a la curva on el punto M perpendicular al plano 
osculador de la curva en este punto se llama Біпогта de la curva 
en el punto dado M. 
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Designemos un vector unitario de binormal por b° y orienté- 
moslo de tal modo que los vectores 19, n°, b° formen una terna de- 
recha (fig. 10). Entonces 


боз — 1, P= |49, пе]. 


qe 


FIG.10 
obtenemos 


dbo = [= апо 
ds "Тағ 


Рага la derivada 


ab? 
ds 


|. 


EI vector 22? os perpendicular al vecte 18 y al vector 9, o 
sca, 61 os colineal al vector n°. Basándoso өп esto se puedo escribir 
ао 4 
Еа ди 
La magnitud + зе Пата torsión de la curva dada y la magnitud 


T radto de torsión de la curva, 
La torsión de la curva se determina con la fórmula 


1 аг ат dr 
HRS ЖЕ. E 
т" (F> а, 7)» 


donde el símbolo (a, b, с) designa el producto mixto de los vecto- 
res a, b, с, os decir, (а, b, с) = (a, [6, с]). 

ый Атүгүл prefijada por la ecuación уес- 
torial paramétrica г == г (f) tenemos 


ar dir dir ) 

ы A (= da > de 

: а dr dir 2. 

E Se || 

Ejemplo 1. Hallar la torsión de una línea helicoidal 
г = а cos t-i + a sen t-j 4- htk. 
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Solución. Hallamos las derivadas del vector dado 


A —=—a son ti+acost j+ hk, 
se == —a созі. —а son t-j. 
ү = азеп!+#—а cost j. 

El producto mixto de estos vectores es 


—asent acost h 

acost —asent 0 | =а?л. 
азепі —acost 0 

En el ejemplo 1, $ 5 está hallado que 


dr аг | 
L, E TON 
| dt’? de Ji 4 


(Ф.Ф 4- 


Utilizando Ја fórmula (1) obtenemos para Ја torsión 
h 
FM 


De tal modo, la torsión de la línea helicoidal on todos sus 
puntos es la misma, 

Ejemplo 2. Escribir la ecuación del plano osculador en el 
punto 2 = 0 de la línea helicoidal 


г = а соз t-i 4- a sen t-j + МК. 
Solución. Hallamos los valores do las derivadas del vector 
dado y sus derivadas 4” 5 


а 
‚ аг i 
пон, O aji BO ш 


Por consiguiente (véase ejemplo 1, $ 5), 
0 Я 

=, = —аву ак. 

La ecuación vectorial del plano osculador es 
dr а 

УА 

о 
(р — ai, — аһј + а) = 0. 

Puesto que el radio vector del punto corriente del plano osculador 
es p = zi -+ uj + zk, entonces en la forma de coordenadas obten- 
dremos la ecuación dol plano que buscamos en la forma siguiente 
hy — ак = 0. 
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Las fórmulas queJexpresan las derivadas de vectores т0, b°, 
n? se llaman пле торих Frenet: 


аю 1. 4 i 4п° 1 


1 
Ф" AAA AS A 


41. Escribir la ecuación del plano osculador en el 
punto t = 2 de la curva 


r=ti—tj+ + к. 
42. Escribir la ecuación del plano osculador en el 
punto t = 0 de la curva 
r=ei4+e*tj4 УЗ. 
43. Hallar la torsión en el punto # = 0 de la curva 
r = e cos t-i + е* sen t-j + е. 


44. Hallar la torsión en un punto cualquiera t de la 
curva 


r=acht-i+asht:¡+at-k. 


CAPITULO 11 


CAMPO ESCALAR 


$ 7. EJEMPLOS DE CAMPOS ESCALARES. 
SUPERFICIES Y LINEAS DEL NIVEL 


ud que examinamos es 
caractoriza completamente por su valor nu- 


Ejemplo de los campos escalares da el campo de temperaturas, 
olacampo electrocstático. 

La definición del campo escalar se realiza por medio de la 
función oscalar del punto М 


u = Í (M). 
Si en el espacio está introducido el sistema de coordenadas 
cartesianas zyz, entonces 
u= f à, у, 2). 
De característica geométrica dol campo, oscalar sirvon las 
suporficies de nivel, es decir, un lugar geométrico de los puntos 
en los cuales la función escalar del campo tiene el mismo valor, 


a superficie del nivel del campo dado se determina con la ecua- 
ción 


Hz, у, 2) = С, donde С = const. 


En ol caso do un campo de temperaturas que engendra una fuon- 
te punteada de calor on un medio homogéneo e isotrópico las su- 
perficios del nivel serán las esferas con un centro en la fuente de 
calor (campo central y simótric 

En el caso de un filamento infinito calentado proporcion: 
mente las superficies de nivel (las superficies isotórmicas) seri 
los cilindros circulares, el eje de los cuales coincide con el fil 
mento. 

Ejemplo 1. Construir las superfi 


u = z + 2y -+ 32. 
Solución. Las superficies de nivel se determinan por la ecua- 


= 42у + 3: = С, donde С = const, 


оз de nivel del campo esca- 


lar 


ción 


301406 
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plauos paralelos. 


Esto es una familia uniparamó 
vel del campo es- 


Ejemplo 2. Hallar las super 
cular 
u= ao 

Solución. Las superficies de nivel so determinan por la ecna- 


ción 


C, donde С = const, 
Рага С = 0 obtenemos un cono circular, Para cualquier С > 0 
obtenemos hiperboloide de una hoja de revolución, cuyos ejes 
coinciden con el ejo Oz. Рага С < 0 obtenemos ol hiperboloide 


de dos hojas, 
Ejemplo 3, Hallar las superficies de nivel del campo escalar 


+ с 


u= arc son — 
14 


гу 


Solución. El campo de definición del campo escalar dado se 
halla de la desigualdad 

z 
Vag 
do donde 0 сї <2? }-y?. Esta desigualdad doble muestra que el 
campo se dotormina fuera del cono circular 2 = 22 + y? y on с! 


mismo, menos su vórtice О (0, 0, 0). 
Las superficies de nivel se determinan con la ecuación 


a ы 
<=. 


<t, os decir о < 


arc sen 0, donde — 


38 = (124 y2)son?C, Esta es la 


familia de los conos circulares situados fuera del cono z? = 2? 4- y 
con el eje común de simetría Oz y el vértice común O (0, 0, 0), on 
el cual ol campo dado no está determinado, además el mismo cono 
z == x? 4- у? tambi 

Ejemplo 4. Hallar las superficies de nivel del campo escalar 


umet", 


donde а es un vector constante, г es el radio vector del punto. 
Solución. Aquí 
r=( y, 2} = zi + yj + zk, 


y sea 
а = {а аз, аз} = aji + aaj + аз. 


Entonces el producto escalar será 
(a, г) = az + ayy + ago. 

La ecuación de las superficies de nivel será 
Фал) = С, С20. 
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De aquí 
ба, ғу = шс 
o 
ае + азу + ау = ln С. 


Esta es una familia de р} 


nos paralelos. 


Hallar las superficies de nivel de los siguientes campos 
escalares: 


А Р 
45. и. 
46. иас. 
47. uE 

48. u |9, 


49. u= BES, 


г) 


(а, b son vectores constantes). 
« u= ìn įr] 
и е" 9 (a, b son vectores constantes), 


El campo escalar so llama plano si existe algún otro plano tal 
апе on todos los planos paralelos al indicado tione ol mismo campo 
escalar. 

Si tomamos este plano por el plano хОу, entonces el campo es- 
valar so determina por la función escalar 


u= | (z, y, 


es decir no va a depender de 2. 

El campo de temperaturas de un filamento infinito calentado 
proporcionalmente sirve de ejemplo de campo escalar plano. 

Las líneas de nivel, un lugar geométrico de los puntos en lu 
cuales la función escalar tiene el mismo valor, sirven de carac! 
tica geométrica del campo escalar. 

Ejemplo 5. Hallar las líneas de ni 


u= зз — ph. 
Solución. Las líncas de nivol so determinan por las ecuaciones 


е1 dol campo escalar 


z — =C, С = const, 
Para C = 0 obtenemos un par de rectas 
у= =, у= — 


Рага С Æ 0 obtenemos una familia de hi 
ЕЯ 
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Hallar las líneas de nivel de los siguientes campos 


FIG. и 


57. Hallar las líneas de nivel del campo escalar и, 
dado implícitamente por la ecuación 


u+zinu+y=0. 


$ 8. DERIVADA RESPECTO A 1А DIR HECCIÓN 


Supongamos que tenemos un campo escalar que se determina 
por la función escalar 
u = f (M). 
Tomemos en el campo un punto Mọ y elijamos alguna direc- 
ción determinada con el vector /. Tomamos en el campo otro punto 
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M de tal modo gue el vector MoM sea paralelo al vector Ї. Anote- 
mos mediante Au la diferencia 


Аи = f (M) — f (Mo, 
desingemos la longitud del vector MM. 
ina la velocidad modia del cambio del campo 


escalar por la unidad de longitud respecto a la dirección dada. Va- 
mos a tender el punto M hacia Mo de tal modo que el vector Мо M 
permanezca todo el tiempo colineal al vector ё. Соп eso Al 0. 
ш 
Аг» 
ón u = / (М) en el 
nota con ol símbolo 


y por m 
La relaci 


Definición. Si para Al — O existe el límite de la relación 


entonces éste se lama derivada de la fum 
punto dado М» respecto a la dirección Ё y Se 


22 asi que por definición 
a” үче р ° 
Au o LM (Mo) 
= lim т n MoM || 1. 


Esta definición de la derivada respec 
rácter invariante, es decir, no está relac 
sistema de coordenada 

Sea que en el евр 
das cartesianas y sea que la fum 
ble en el punto Mo (ту, Yo: 20) 


a la dirceción tiene ca- 
onada con la elección del 


| 
ду [мо 


donde cos a, cos В, сөз y son cosenos directrices del vector 


їз ayi + aaj | ай 


y se hallan según las fórmulas 


cosa — 


Mi уа ерга. 


дч 
Los simbolos 72 


Е la. significan que las de- 


м» о 
rivadas parciales se toman en el punto Mo. 


Para un campo plano u = / (т, y) la derivada respecto a la 
dirección £ en el punto Ma (те. yo) será igual a 

ои du ди А 

|м де a A ы 
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donde æ es el ángulo formado por el vector / сөн el eje Ол. 


ди u ди 
де? ду" дї 
son las derivadas de la función u respecto а la dirección de los 
ejes de coordenadas Ox, Oy, Oz, respectivamente. 

La fórmula (1) para calcular la derivada respecto а la diroc- 
ción se queda válida y en el caso cuando el punto M tiende al 
punto My por la curva, para la cual el vector 4 es tangente en el 
punto Mo. 

Ejemplo 1. ПаПаг la derivada del campo escalar 


Observación. Las mis 


в derivadas parciales 


u = zyz 


en el punto Mo (1, —1, 1) en dirección del punto Мо al punto 
М, (2, 3, 1). 


Solución. Hallamos los cosenos directrices del vector Mal 
(1, 4, 0}. la longitud del cual © igual a 1M0M,1—V T. 
"Tenemos cosa E кайе-— Ж, cosy 0. Los valores 


Ут y Tí 
Чо las derivadas parciales de la función и=луг en el punto 
Mu =(1, — 1, 1) son iguales а 


du А du | y j 

ду hma > Calm ” И 
Utilizando la fórmula (1), obtendremos 

ди 1 o 
öl vá уп ^ 

i ди 

E1 hecho Че que 22] > 1 punto My el 

IT |мь 


про escalar incrementa en 1 
Ejemplo 2. Calcular la derivada del campo escalar 


и = arctg zy 


22 respecto 
nto de la 


en el punto М, (1, 1) que pertenece a la parábola y 
a la dirección de esta curva (en direccion del inerem 
abscisa). 

Solución. Por la dirección Г de la parábola y = z? en el punto 
Мо (1, 1) se considera la dirección de la tangente a la parábola 
en“este punto (fig. 12). 

que la tangente Z a la curva en el punto Ме forma con el 

eje Oz un ángulo а. Tenemos 


y =2%5 ша = у |x= = 2, 
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donde los cose 


os directrices de la tangento son 


; parciales de la función dada u (z, y) en 
el pu 


ди гда = | „2 
Ar 29 IMa Faya |м. 2" 


Sustituyendo las magnit la fórmula (2), obtenemos 

du t х E a-t $ 2 3 

NET YE 2 Ya гу 

Ejemplo 3. Hallar la derivada del campo escalar u = rz + 
242 on el punto Mo (1, 0, 2) a lo largo de la circunferencia 


r=1-4c08t, 
ить} 


2=2. 


mación vectorial de la circunfere 


эз 4) 6 -+ t — 4) j + 2k. 
tangente a la circunferencia on cualquier 


sia tiene 


la form 


tiattamos e 
punto M. 


т 7 = sen t- i-t cost-j. 


El punto dado 27, (1. 0, 2) se encuentra en el plano 202 en el pri- 


mor octante y le corresponde el valor del parámetro £ - En 
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este punto obtendremos 


ME A 
Им, =- еп 9-0 сов 8. i 


De aquí obtenemos que los cosenos directrices de la tangente а la 
circunferencia son iguales a cosa = —1, cos В = 0, cosy = 0. 
Los valores de las derivadas parciales del campo escalar dado en 
el punto М» (1, 0, 2) son iguales a 


Por consiguiento, la derivada buscada es 


ди ди į 4 
т [m = |ы, =4-(— 944-04 4-0— —4. 
En los problemas siguientes hallar para las funciones 
dadas la derivada en el punto Ma (Zo, Yo, Za) respecto a 
la dirección al punto M, (х1, у, 21). 
58. u= VZT yT, М,(1, 1, 1), M,(3,2, 4). 
59. и = 22у + 222— 2, М. (1,1, —1), М, (2, —1, 3). 
60. u == ze” + уе — 2, М, (3, 0, 2), М, (4, 1, 3). 


61. ш. фт, Molt, 1), М, (4, 5). 
62. Hallar la dorivada del campo escalar 
и = 1а (z? + y?) 


en ol punto M, (1, 2) de la parábola y? — 4х on dirección 
de esta curva. 

63. Hallar la derivada del campo escalar и = 
= arctg Zen el punto M, (2, —2) de la circunferencia 
z? + y? — 45 = 0 a lo largo del arco de osta circun- 
ferencia. 

64. Hallar la derivada del campo escalar u = z? 4- y? 
en el punto М» (Zo, yo) de la circunferencia z? + у? = R?, 
respecto a la dirección de esta circunferencia. 

65. Hallar la derivada del campo escalar и = 2zy + 


+ y* on el punto (Z, 1) de la elipse 2° -+2 = 1 respecto 
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a la dirección de una normal exterior a la elipse en este 
punto. 

66. Hallar la derivada del campo escalar и — 22 — y? 
en el punto (5, 4) de la hipérbola =? — у? = 9 respecto 
a la dirección de esta curva. 

67. Hallar la derivada del campo escalar 


и = № (ту + yz + 22) 


en el punto M, (0, 1, 1) respecto a la dirección de la cir- 
cunferencia z = cos L y = sen f, 2 

Hallar la derivada del 

ito М, que cor 


ar u — 1° +} 
1 valor del 


respecto а la dirección de la línea 


cost, y = R sen t, z = al. 


Soa un campo escalar determin: 


и=/@ 
donde la función / se supone dife le. 

Definición. El gradiente del campo escalar u en el punto dado 
M se Мата el vector que so designa con el símbolo grad и y se do- 
tormina por la igualdad 


‚дч 
+5 (1) 


Utilizando la fórmula (1) del $ 8 para la derivada respecto a 
la dirección tenemos 


рат u, 1), w 


donde 1% es el vector unitario de dii 1, es decir 


в 


тт ¡cos at ¡eos B4 соку. 


PROPIEDADES DEL GRADIENTE 


1. EL gradiente está dirigido por la normal a la superficie 
ivel (o a la li i apo es plano) 

2. El gradiente está dirigido en dirección del incremento de 
m del campo. 
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3. El módul 
pecto a la direcc: 


a (ЖЕГЕ. 


donde el máximo se toma en cualesquiera direcciones en el punto 
dado del campo. 

Estas propiedades proporcionan la característica invari 
del gradiente. Esto significa que el vector grad и indica la dire 
ción y la magnitud del cambio máximo del campo escalar en el 
punto dado. 

Ejemplo 1. Hallar el gradiente del campo escalar 

u= z — 2y + 32. 

Solución. Según la fórmula (1) tenemos 

grad u = 1-0 — 2j + ЗК. 


Las рика de nivel del campo escalar dado son los planos 


z— = = С; el vector grad u = (1, —2, 3) es el veclor 
normal do los planos do esta famili 
Е Паг la curvatura 


dol gradiente es igual a la derivada máxima res- 
en el punto dado del camp: 


máx 


te 


2, 
Ejemplo 2. Hall náxima (velocidad) del in- 
cromento de la superificie и = zV en el punto M (2, 2, 4). 
Solución. Tenemos 
grad u = yxy- 5 zY ln zj, grad u | м = 4i + Alo 2j, 


(27) mas i VTE 


Ejemplo 3. Hallar el vector unitario de la normal а la supor- 
е do nivel del campọ oscalar u = 2? + y? -+ z2, 
Solución. Las superficies de nivel del campo escalar dado 


son las esferas 
^+ +и-= с (С > 0). 


El gradiente está dirigido рог la normal а la superficio de 
nivel, de tal modo que grad и = 22-1 + 2y-j + 24-К determina 
el vector de la normal a la superficie de nivel en el punto M (z, y, 2), 
Para el vector unitario de la normal obtenemos la expresi: 


o gadu __zityj+zk _ г 
п = gradu] — Vaya 171 


Ejemplo 4. Hallar el gradiente dol campo u = (a. b. r), 
donde а у ð son vectores, r es el radio vector del punto. 

Solución. Sea 
a= {а, а» аз), b= (bj, ba ba), r= (2, y, 2). 
Entonces 


u=|b, by by 


aaa] 
z у 2 
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Según la regla de diferenciación del determinante?) obtenemos 


а a, ag ar a, аа a a, а 
bi bs del, bi bs a | [ЖЛ 
гоо ото ооч 
Por consiguiente, 
a, аа аа, |. |а а 
gdu) нан а [i+ a ш 
iojok 
а а ‚| 1а, Dl. 
by dy bs 


Ejemplo 5. Hallar el gradiente de la distancia 
49 ие 


dondo Р (е, y, з) us о] punto del campo que estudiamos, Py (ло 
Yo» 20) es algún punto fijo. 


Sen dado ©} determinante D (1), cuyos elementos azy son 
funciones ditoronciables de £ 


a(t) aalt) e ain (0 


ви аһ (t) аз (l) +. чап (0 


апі (0) апа)... апа (0) 


Entonces la derivada del determinante D’ (0) se halla mediante 
la fórmula 


чи (0 ajalt) -e а (0 


аһ (t) а (e)... чә (0) TN 


D (t) 
ат (0 ana) 
а (0 ап (9 
q o an | 


anı(t) anzlt) .-- ann (0 
а (t) a(t) ... am (0) 
ası (t) azalt) -. aan (0 


ahı (1) аһ (t) ... аһа (0 
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Solución. Tenemos 


es el vector unita 
Ejemplo 


lo г, ra son las distan 
los dòs puntos fijos F, y Ру 


gún punto P (z, y) del pla 
T plano. 


FIG. 13 


Solución. Las s de nivel de esta función son elipses. To- 
nemos (vease el ejemplo 5) 


grad (r, H ra) = r9 A rg 


Esto muestra que el gradiente es igual a la diagonal del rombo 
construido on versores de radios vectores trazados al punto P de 
los focos F, y К, (fig. 13). Por consi це, la normal a la elipse 
en su punto cualquiera parte en dos el ángulo entre los radios vecto- 
res trazados a este punto. 

La interpretación física es: un rayo de luz salido de un loco cae 
al otro foco. 

Ejemplo 7. Hallar el ángulo Ө entre los gradientes de las 
funciones 


и= Из у v=z4y!? уту 


en el punto М, (Í, 1 
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Solución. Hallamos los gradientes de las fuuciones dadas en 
el punto Ma (1, 1). Tenemos 


аш | _4+/] 
уни м, УЗ’ 
grad му [и =) (ev) АЕ = 2i+2j. 


El ángulo Oentre ol grad u y el grad von el punto Му зе determina 
de la igualdad 


grad и! y =. 


(grad u, grad v)! yg, 


соз O= -gradu u, атаа ом" 


De aquí 
Ejemplo 8, Hallar la 
radio vector r para la función u = sen г, 
Solución. Según la fórmula (2) la“ d 
dada por la dirección del radio vector ғ ез igual а 


ди _, 
-e С\нт^& son r, ге). wm 


Mallamos el gradiente de esta función: 


gradsenr - 2RN и. ¿mn cu D jy Pnn p 


ат 
Чен и) Or ру denr) ör jy din дг р 


dra dr 6 “т Сй: 
or ör y dr 
ETE E yr ас 
(5 2 ASE k) созт — г cos r. 


Sustituyendo (4) on (3) obtendremos 


qe (ось 9) — (r°, cos 
Troeon, го) — (ее, r соаг. 
Ejemplo 9. Hallar la derivada del c “+ 
— f (æ, y, 2) en ol punto Mo (то, Vo» 20) de la línea 2, prefijado por 


el sistema de ecuaciones 


He, y, a, 


` = t 
Pp y 2-0 ) ad 


en dirección de esta línea. 

Solución. La dirección de la línea 1 se determina por la di- 
rección de su vector tangente т quo, según la definición, es el vector 
tangente a la superficie f (z, y, 2) == а. La superficie f (2, y, 2) = а 
es lə superficie de nivel del campo escalar dado и = / (r, y, 2). 
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Ya que 
Е ще и, 29) — (grad и, хо) 

y el vector grad и es perpendiculara la superficie de nivel / (e,y, 2) = 

= a entonces el grad и es perpendicular y al versor 1%, por eso 

ди 

IT |м 


allar en el punto Л, (£, 1, 1) la dirección de 
del campo escalar и = хи + уз + 22 y la 


= (grad u, м, 0 


del campo se 
indica con еї vector grad u (М). Lo hallamos 


grad u (M) = (y + 2) t + (2 + z) j + (y + x) k 


у, en consecuencia, grad u (Мо) = 2 (i+ ¿4 К). Este vector 
dotermina la dirección del máximo incremento del campo dado 
en el punto Mo (1, 1, 1). La magnitud de la máxima variación del 
campo en este punto es igual a 


= (атади (М! -2 V. 


69. Па 


ar ol gradiente del campo escalar 
и = In (z? + y? 4 2%) 


en el punto М, (1, 1, —1). 
70. Hallar el gradiente del campo escalar и — гехї+ 
en el punto O (0, 0, 
71. Hallar el ángulo ф entre los gradientes de la fun- 
ción u = arctg 2 en los puntos М, (1, 1) y Ma (—1, —1). 


72. Hallar el ángulo q entre los gradientes de la 
función u = (z + y) extv еп los puntos М, (0, 0) y 


М, (1, 1). 
73. Hallar el ángulo «q entre los gradientes de las 
funciones и = У F y F у v= Іа (2° 4 y? + 2%) 


en el punto M, (0, o 5. 
74. Hallar los puntos, en los cuales el gradiente del 
campo escalar и = sen (= + y) es igual а i -+ j. 
75. Hallar los puntos, on los cuales el módulo del 
gradiente del campo escalar и = In У TY T 2 es 
igual a la unidad. 
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76. Sea u = u (z, y, 2) y v = (z, y, 2), funciones di- 
ferenciables en el punto M (z, y, 2). Mostrar que 
a) grad (àu) = A grad и, A = const; 
b) grad (и + v) = grad и + grad v; 
c) grad (uv) = v grad u + u grad v; 
ш } _ vgradu—ugradu 
d) grad (=) = rendir temer ‚ 9550. 


77. Mostrar que 


du 
grad u (q) =ч grad p, 
donde y = Ф (2, y, 2) es función diferenciable y u = u ($) 
tiene derivada respecto a q. 
ПаПаг los gradientes de los siguientes campos esca- 
lares, si А 
r=zi+yj+zk, г= || = И AA, 
а у b son los vectores constantes. 
78. u = lnr, 
79. u = (a, r). 
80. u = (a, r): (b, r). 
81. u = | la, r) P. 
82. Mostrar que 
(grad и (r), г) = u' (г)-г. 
83. Mostrar que 
Igrad u (r), г] = 


f (и, v), donde u = u (х, у, 2), v = 


84. Sea w 
=v (2, Y, 2). 
Demostrar que 


grad ш pa gradu +2 grad v, 


si f, u, v, son funciones diferenciables. 

85. Sea G una convexidad en el espacio, (es decir, un 
tal dominio que si dos puntos M y N pertenecen al domi- 
nio G entonces todo el segmento MN le pertenece). Sea 
en el dominio С dado el campo escalar м (M), que tiene en 
todos los puntos gradiente continuo y limitado en G: 


| га u (М) |< A, MEG, А = const. 
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Demostrar que] para cualesquier 
dominio G tiene lugar la desigualdad 


lu (м) им) <A IMN}. 


86. Hallar la derivada de Ja función u = 25 +4- 


en un punto arbitrario M (z, y, z) en dirección del radio vec- 
tor r de este punto. 


87. Hallar la derivada de la función и = +, donde 


| r |, en dirección del vector Z = cos æ- i + cos B-j + 
os y-k. ¿Para qué condición esta derivada es igual 
a cero? 


88. Hallar la derivada de la función н +, donde 


r - |r | en dirección de su gradiente. 
89. Hallar la derivada de la ción м = yze* en el 

punto M, (0, 0, 1) 1) por la dirección de su gradiente. 
90. Hallar la derivada del campo escalar 


и = u (z, y, 2) 

por la dirección del gradiente del campo escalar 
= v (z, y, 2). 

¿Para qué condición la derivada es igual a cero? 

91. Hallar la dirección y la magnitud de la máxima 
variación de los siguientes campos escalares en los puntos 
dados М»: 

a) и (М) y + у": + 2х; Mo (1, 0, 0). 

b) u (М) = ауа; Mo (2, A A). 


CAPITULO 111 


CAMPO VECTORIAL 


$ 10. LINEAS VECTORIALES. ECUACIONES 
DIFERENCIALES DE LAS 
LINEAS VECTORIALES 


Definición 1, Si en cada punto М del espacio, o on una parte 
del mismo, está determinada la magnitud vectorial a = a (M), se 
dice que es dado un campo vectorial. 

51 en el espacio está introducido el sistema de coordenadas car- 
tosianas, entonces la profijación del campo vectorial а = a (М) 
es igual a la de las tres funciones escalares del punto P (M), Q (M), 
(М), así que 

a (М) = P (z, y, 2) i +Q (z, y, 3) j + R (z, y, 2) k. 

Definición 2. Zinea vectorial del campo vectorial а se Пата 
la curva оп cada punto M de la cual el vector a está dirigido tan- 
gonte a esta curva. 

Sea ol campo vectorial determinado por ol vector 


а= Рі j + ВК, 
donde е 


P = Р(х,у, Q =Q (zyz), Е К (х,у, 2), 


son funciones continuas de z, y, z que tienen derivadas limitadas 
parciales de primer orden. 

Entonces, las ecuaciones diferenciales de las lineas vectoriales 
tienen Ja forma 


dz _ dy _ de 
Pr RTRS (9 
La integración del sistema de dos ecuaciones diferenciales 
(1) da un sistema de dos ecuaciones finitas 
Фа (6, у, 2) = С, (y 2) = Ca 
las cuales, consideradas en conjunto, determinan la familia para- 
métrica de las líneas vectoriales 


An 2- Cs 
(2) 
armes © 


Si еп algún dominio G para el sistema (1) están cumplidas las 
condiciones del teorema acerca do la existencia y la unicidad de la 
solución de una ecuación diferencial, entonces por cada punto 


401406 
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línea vectorial 


го), 


Mo (хо, йо, 20) Е G раза la única 
Фа (2, у, 2) = фа (то, Ya: 

Фа (г, у, 2) = Pa (хо, Y 

Ejemplo 1. Hallar las 


neas vectoriales del campo vectoria 
а = le, rl, 


donde с es un vector constante. 
Solución. Tenemos 


e = сі caj + eak, r = zi yj + zk, 


así que 
ijk 

a=ļe, r] = |с, cz |= 
zva 


= (c32 — cay) i -+ (саг — суз) j+ (ciy —- Caz) К. 
Las ecuaciones diferenciales de las líneas vectoriales son 
de dy de 
су T суусу * o 
Multiplicamos el numerador y denominador de la primera fracción 
por а do la segunda por y. de la torcora por + y las sumamos miem- 


ro a miembro. Utilizando la propiedad de las proporciones obte- 
nemos 


dz dy d; zdz+ydytsdz 
сз cy Сул—сы Ep Cat > o 


De aquí 


a аз y dy + z dz = 0, 
y, en consecuencia 
attam An А, = const > 0. 
Ahora multiplicamos el nominador y denominador de la primera 
fracción (3) por сү, de la segunda por с», de la tercera por сз y des- 
pués de sumar miembro a miembro obtenemos 
de _ dy сз d+ ces dy + сз dz 
CN ел2 0 Ы 
de donde 


суйт + суйу + суйп = 0 
y, рог consiguiento, 
сіх -+ сау + сз: = Az А 
Las ecuaciones que buscamos do las líneas vectoriales son 
24 y942= A, ) 

241-6204 02 Ag }° 
Estas ecuaciones muestran que las líneas vectoriales se obtienen 
como resultado de la intersección de esferas que tienen un centro 
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común еп el origen de las coordenadas con los planos perpendiculares 
al voctor е дё F суў cele. Do aquí зо deduco que las lineas 
vectoriales son circunferencias cuyos centros se encuentran en la 
recta que pasa por el origen de las coordenadas en dirección del 


FIG. 14 
х 


vector с. Los planos de las circunferencias son perpendiculares a 
1а línea recta indicada (fig. 14). 
Ejemplo 2. Hallar la línea vectorial del campo 


a= yi + zj + bk, 
que pasa por el punto (1, 0, 0). 


Solución. Las ecuaciones diferenciales de las lineas vectoriales 
son 


De aqui hallamos 

а? 0 = С,, с, > 0, 
о, si introducimos el parámetro 2, obtendremos 
У С, cost, = УС, sont. 


En este caso la ecuación 


r= 


tiene la forma 
VE costdt ағ jii 
Vaea, g> 94, 


de donde hallamos 


bt + C,- 
4s 
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Y bien, las ecuaciones paramétricas de las líneas vectoriales 


serán 
== УС, cost, 
у= У С: sont, @ 
:=-ы+С,. 


Si la línea vectorial зе hace pasar а través del punto (1, 0, 0,) 
obtendremos 


1=V T; cost, 
0=УС, sont, 
о=м-ЕС,. 


Las dos primeras ecuaciones de este sistema so satisfacen para 
t= 2kn, k = 0, +1, y también cuando Су = 1. 

Al tomar k == 0, obtenemos £= 0 y la última ecuación del 
sistema da Су = 0. Por tanto la línea vectorial buscada que pasa 
a través del punto (1, O, 0), será 


z=cost, 
y=sent, ) 


z=bt. 


Esto es Ја Миса helicoidal. 


Hallar las líneas vectoriales de los campos vectoriales 
siguientes: 

92. r = xi + yj + zk. 

9З. а = ayi + aj + ask, donde ау, as, аз, son cons- 
tantes. 

94. a = (z — y) i + (z — 2) j + (y — х) k. 
95. Hallar la línea vectorial del campo 


а = — pj + Е 


que раза por el punto (+ 1). 


El campo vectorial se llama plano si todos los vectores a so 
encuentran en los planos paralelos y el campo es el mismo en cada 
uno de estos planos. 

Si en alguno de estos planos introducimos el sistema de coordena- 
nadas cartesianas г0у, entonces los vectores del campo no tendrán 
componentes en el eje Oz y las coordenadas del vector no van a de- 
pender de z, es decir 


а= P (z, у)Ф+0(т,)7- 
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Las ecuaciones diferenciales de las líneas vectoriales del campo 
plano tendrán la forma 


de dy de 
P (z, у) Q(z, y 0 


d Ра, уу, 
== сопзі. 


dy _ Q(z, v) } 

De aquí so ve que las líneas vectoriales del campo plano son las 
curvas planas que se encuentran en los planos paralelos al Оу. 

Ejemplo 3. Hallar las líneas vectoríales del campo magnético 
de un conductor infinito de corriente eléctrica. 
о Solución. Supongamos que el conductor está dirigido por el 
eje Oz y en la misma dirección pasa la corriente Г. El vector de la 
intensidad 11 del campo magnético quo engendra la corriento os 
gual a 


2 
H= g'h rl (5) 


donde 1 = 1-№ es о} vector de la corriente, r оз el radio vector del 
punto M(z, y, a), p ев la distancia desde el eje del conductor hasta 
el punto M1. Abriendo los paréntesis del producto vectorial (5), 
obtendromos 


Шу, , 

НН 

¡ales do las líneas vectoriales son: 
dr dy _ de 


Las ecuaciones diferen 


z pa 


do donde 
за уа В, } 
г=с, 
es docir, las líneas vectoriales son las circunferencias соп los cen- 
tros en el ojo Оз (fig. 15). 


Hallar las líneas vectoriales de los siguientes campos 
vectorialos planos: 


96. а = zi + 2yj. 
97. a = zi + zk. 
98. a = zi — yj. 
99. а = 2zj + hyk. 


100. a = 221 + у?у. 
101. a = zj — yk. 
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Las ecuaciones diferenciales de las líneas vectoriales 
de _ dy _ dz 


ESG 

pueden ser escritas así: 
de _ dy а: _ 
de i a э 


FIG. 15 


о on la forma vectori; 
а (М). (6) 


ista forma de las ес neas vectoriales resulta muy 
cómoda para la solución de una serie de problemas. 

Ejemplo 4. Hallar las líneas vectoriales del campo а = [с, r], 
donde e es un vector constante. 
Solución. Utilizando la propo: 

dr 


Ее, rl (7) 


п (6) obtendremos 


Multiplicando ambos miembros (7) escalarmento por e y utilizando 
las propiedades del producto mixto hallamos 


(e, 2-)=-2 оо. © 


Análogamente, multiplicando ambos miembros (7) escalarmente 
por r, obtendremos 


(> жу = о=о (9) 
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Do la ecuación (8) se deduce que 

(e, r) = const, 
y do la ecuación (9) sigue que 

(к, г) = const. 


Las líneas vectoriales son líneas de intersección de los planos 
(с, г) == const con las esferas r? = const. 


Hallar las líneas vectoriales de los campos vectoriales 
siguientes: 

102. a = f (г. 

103. а = (a,, г) bo, donde аз, b, son los vectores 
constantes. 


$ И. FLUJO DEL CAMPO У 'ORIAL. 
METODOS DEL CALCULO DEL FLUJO 


ш Т. Flujo del camno vectorial. Sea que tenemos el campo vecto- 
rial 


а (М) = P (z, y, 2) i + Q (z, y, 23) j + R (£, y, 2) k, 


donde las coordenadas P (z, y, 2), O (z, y, 2), R (т, и, 2) del voctor 
a (M) son continuas (el campo а (М) es continuo) en algún dominio 
G. Sea 5 alguna superficie bilateral plana o parcialmente plana en 
la cual está escogido un lado determinado (la superficie orientada). 

Definición, Flujo П del campo vectorial а (М) a través de 
la superficie orientada 5 se Mama la integral superficial del primer 
género por la superficie S de la proyección del vector а (М) a la 
normal п (М) hacia esta superficie: 


n- И pr, a dS 17 (a, n°) ds, 


donde по es el vector do unidad (versor) de la normal п hacía el 
lado escogido de la superficio 5; 25 es el elemento de área do la su- 
porficie 5. 

En el caso de una superficie cerrada vamos а ell 
normal exterior л, dirigida fuera del до; 
perficio 5. 

Si æ, В, y son los ángulos que forman con los ejes de coordena- 
das Oz, Oy, Оз la normal п a la superficie 5, entonces se puede ex- 
presar el flujo a través de la integral superficial del segundo género 


п = ўе те) dS — SS E AA 


ir siempre la 
limitado con la su- 


+0 (z, у, 2) соз B4 R (т. y, 2) соз y] 45 
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o 
i= | { (а, п) aS — № Р (x, y, 2) dy dz } 
Js La 
58 +Q (z, y, 2) dz dz-} R (т, y, 2) dz dy, 
donde 


cos ® 48 = dy dz, соз В 45 = агй: cos y 45 = dz dy. 


PROPIEDADES PRINCIPALES DEL FLUJO 
DEL CAMPO VECTORIAL 
a) El flujo cambia el signo al inverso al modificar la orienta- 


ción de la superficio (es decir, con la variación de la orientación 
de la normal п a la superficio 5): 


| Га, мо as = Ге, mas, 
Ja 33 
„еп la cual so elige la normal 
la cual se toma la normal 


dondo S+es cl lado de la superficie 5, 
y $- es el lado de la superficie 5, 
(véase [6]). 

b) Propiedad de linealidad: 


| { (Фар, nas А È È (a, по) ав 
de А 


| { Ф, по) а5, 


s 
donde A y p son los números constantes. 

с) Propiedad de aditividad: si la superficie 5 se compono do 
algunas partes planas Sy, Sa, + - -» Sm, entonces ol flujo del cam- 
po vectorial а (M) a través de S'es a la suma de los flujos del 
vector а (M) a través de las superficies 51, $,,..., бт: 


п ff æ mas. 


po 


Esta propiedad permite extender el concepto del flujo a las 
superficies parcialmente planas. 

'jemplo 1. НаПаг еї flujo“del vector а = į a través de un 
área perpendicular al eje Oz y que tiene la forma del rectángulo cuyos 
lados son igualos a 1 y 2 (fig. 16), en la dirección positiva del eje 


Oz. 
Solución. Según la definición del flujo del vector a través 
de la superficie $ tendremos 


n= ffa по) 15. 
S 
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En nuestro caso а = i, по = i, entonces (a, n?) = (i, i) = 1. Te- 
niendo en cuenta que el área del rectángulo es igual а 2, obtenemos 


п= W 148—2. 


Observación. Eligiendo el vector unitario (versor) de la пог- 
mal al área 5 de tal modo que n° = — i, obtendríamos П = — 2. 


FIG. 16 


Ejemplo 2. Calcular el flujo del campo vectorial а 
donde r ев el radio vector a través del recto cilindro circular de la 
altura А, el radio de base R y el eje Os 

Solución. Superficie 5 se compone de la superficie latoral 
о, de la base superior аз y do la base inferior оз del cilindro. 
YN Лојо buscado JI on virtud de la propiedad de aditividad sorá 
igual a И = П, + Ia + Пу, donde 11,, Mz, Из son los flujos del 
campo dado a través de оу, 92, оу, respectivamente. 

La normal exterior пб en la superficie lateral o, del cilindro 
es paralela al plano хОу, por eso 


(a, n°) = (г, п?) = pr, = R 


(vénse la fig. 17). Por consiguiente, 


п, | (7 (а, 19) ¿SR ffas = R-27Rh— 20R?h. 
“o; өг 


En la baso superior o, la normal n? ев paralela al eje Qz, por 
eso se puede considerar n* = k (fig. 17). Entonces 


(а, т 
y lo que significa 
m= $ 5 (a, п) dS =h }} а5 п-п На Rh. 
o; °; 


= (r, k) = pro = h, 
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САР. Ш 
En la base inferior оз el vector а =r e 
normal л? = — К. Por eso (а, n°) = (ғ, —k) 


perpendicular a la 
Оу 


My = SS (a, nds 0. 


EI flujo buscado será igual a 


и- {б (a, n°) dS = Заз. 
„в 


Ejemplo 3, Hallar el flujo del campo vectorial 
r 
Ы 


а безе de la esfera del radio 2 con el centro оп el origen de coorde- 
nadas. 


Solución. Ya que la normal п a la esfera es colineal al radio 
vector r, entonces se puede tomar по = r° = 


. Por eso 
Tri 
б, п) = (Те 


1 TO 
Tr) = тт, n= 


Т. М 
Pero en la esfera S tenemos | г | А, рог озо (a, по) —_1 
El flujo buscado П será igual a 


mE” 


п (ў е, т) 45 == 
E 


ў а-ы. 


$ 
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puesto que la superficie de toda esfera S es igual a 


=4nR3, 


104. Calcular el flujo del vector a = 3j a través del 
área que tiene la forma del triángulo con los vértices en 
los puntos М, (1, 2, 0), М, (0, 2, 0), М, (0, 2, 2), on direc- 
ción donde se encuentra el origen de coordenadas. 

105. Hallar el flujo del vector 


a= ai + Bj + yk, 


dondo а, В, y son constantes a través del área perpendicu- 
lar al ejo Oz y que tiene la forma del círculo del radio R 
en dirección positiva del eje Oz. 

106. Hallar el flujo del vector а =r a través do la 
superficie exterior del cono circular, el vértice del cual 
está en el origen de coordenadas, el radio de la base ез 
igual a R y la altura h (el eje del cono va por el eje Ог). 

107. Hallar el flujo del vector a = f ([r [) ғ a través 
de la esfera del radio А con el centro en el origen de coor- 
denadas. 


11. Métodos del cálculo del flujo del vector. 


1°. Método de proyección а uno de los planos de coordenadas. 

Sea que la superficie abierta 5 se proyecta recíproca y univocamente 

al plano хОу en el dominio D xy. En este caso, la superficie 5 puede 
refijarse por la ecuación z = / (r, y), y puesto que el segmento del 
roa dS de esta superficie es igual a 


entonces, el cálculo del flujo П a través del lado elegido de la su- 
perficio $ se reduce al cálculo de la integral doble según la fórmula 


n= | (a, по) а ] ленте ore y D 


Aquí versor n’ de la normal al lado elegido de la superficie S se 
halla mediante la fórmula 


ии, 
mop TESTO ari ду ік 


df + Е 
Тата [=— 7 (=. ИП У) Pr 


м Ен ахан 
y соз y es igual al coeficiente para el versor k en la fórmula (2): 
PER: A 

а ү? ay? y 
VEDA 
Si el ángulo entre el eje Oz y la normal n? es agudo, entonces en la 


fórmulas (2) y (3) se toma el signo «+», ві el ángulo y es obtuso, 
entonces se toma el signo «—». Él símbolo 


(3) 


cosy= + 


le=/(x, м) 


significa que en la función subintegral z se sustituye por / (т, y). 

Si resulta cómodo proyectar la superficie 5 а los planos de 
coordenadas y0z o 02, entonces para calcular el flujo И se usan 
respectivamente las fórmulas: 


( (a, п) 
п ўї КС % 
ji 
о 
(qa ло) ч 
x |} CS Шш 


grad jz Ф (0. гу} 
1 grad [2 Ф(и, 311 


== 


( 


El singo «+» se toma en el caso, si el ángulo a entre el eje Oz y 
la normal n° es agudo, si с es el ángulo obtuso, entonces se emplea, 
el signo «—». 

а fórmula (5) se usa con la unívoca proyección reciproca- 
mento de la superficie S al plano z0z; on este case 5 puede ser 


и. PLUJO DEL CAMPO VECTORIAL е 


prefijada рог la ecuación y == y (т, 2) y entonces 


аф зау № 
grad [у—Ф (z, 2)1 1 


== 
A 


соз В es el coeficiente para el versor j en la última fórmula, es 
есїг, 


т=+ 


Va 


Si el ángulo В entre el eje Oy y la normal п? ез agudo, entonces se 
toma el signo «+», si el ángulo В es obtuso, ве toma 0] signo 4—». 

Observación. En el caso, cuando la superficie 8 está profijada 
implícitamente por la ecuación Ф (z, y, z) = 0, el vector unitario 


de la normal 
n? = i cos a + j cos В + k cosy 


se halla según la fórmula 


сов + 


дф ЭФ, 
grad © (z, y, 2) бе + ду ie 


dd (y з) Т И) (2) ЛШ 


az 


donde el signo en el segundo miembro se determina por la elección 
de la normal a la superficie 5. 

Para calcular el flujo I del campo vectorial a a través do la 
superficie 5 es necesario proyectarla recíproca y univocamente al 
alguno de los planos de coordonadas z0y, 70z, yOz, lo quo se puedo 
realizar, ві la ecuación Ф (т, y, z) == 0 es univocamente resolublo, 
respectivamente, con respecto а z (2 = f (z, y), y (y = y (т, 2) 
= Ё =e Га después de esto зе puedo usar una de las fórmu- 
las (1), (4), (5). 

Ejemplo 4. Hallar el flujo del campo vectorial 

а = (z — 2z) i + (z + 3y + 2) j + (52 + y) k 
a través del lado superior del triángulo ABC con los vértices en 
los puntos A (1, 0, 0), В (0, 1, 0), C (0, 0, 1). 

Solución. La ecuación del plano, en el cual está el triángulo 
ABC, tiene la forma z + y + 2 = 1, de donde z = 1 — z — y. 
El triángulo АВС se proyecta recíproca y univocamente al plano 
20у en el dominio Р sy, es decir, al triángulo ОАВ (fig. 18). 

n la condición la normal n° al plano, en el cual está el 
triángulo ABC, forma el ángulo agudo y con el eje Oz, por eso en 
la fórmula (2) tomamos el signo «--» y obtenemos 


n вече 0) id 4 
"adri y Түз Түз" O 
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MHallamos el producto escalar 


1 


а, o) TH (4-3 + 
(а, п) — (= УЗ (z4-3y +2) 
1 
+64 y) ` 
УЗ 
De la fórmula (6) obtonemos cos -7 > 0 y, por consiguiente, 
dzd уз 
45 y У 342 dy. 


FIG. 18 
Utilizando la fórmula (1), calculamos el flujo buscado: 


dz dy = 


n= fj (a, по) as SS (124 6y—=2) 


=} (8х--5у—1) dz dy= | a Ганы. 


=1-=-и 


Ejemplo 5. Hallar el flujo del vector а = y? + zk a través 
del segmento de la superficie z = 22 + y*, cortado por el plano 
z= 2. Se toma la normal exterior respecto al espacio limitado por 
el paraboloide. 

Solución. La superficie dada (el paraboloide de rotación) 
so proyecta recíproca y wnívocamente al plano хОу en el círculo 
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D xy (fig. 19). Hallamos el versor de la normal и? a la superficie 5: 
grad (2—22—y?) —241—2у]--К 
amb 1 imi жьш „ Pt E 
"== Тутай (e—a) ударит < 


Según la condición del problema la normal n° forma el ángulo 
obtuso y con el eje Oz, por eso delante de la fracción es necesario 


FIG. 19 
tomar el signo «—». De ta: modo, 


2x4 4 2yj— ke 


ЕВ 
Vip? 
de aquí 
1 
cos y= о 


V arip hyt A 
y, por consiguiente, 


A 
Tay VW Fay EA da dy. 


Jallamos el producto escalar 


dS= 


El flujo buscado según la fórmula (1) es igual a 
п SS (a, nas = | 2—5) [iaa drdy= 
у 


De 


=| [буит за) dz dy. 
¡pe 
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El dominio de integr: D xy es el círenlo con el centro ea el 


origen de coordenadas del radio А = Y Z: Introduciendo las coor- 
donadas polares x= р соз ф, y = р sen q, obtendremos 


п= { | (2р? sen? ф— p?) p dp аф= 
Dey 
и У р 
=! de \ (2р* зеца р — рз) dp = —2х5— = 
T lo 
э 02 


Ejemplo 6. ааг el flujo del campo vectorial a 
+ ayak a través del círculo $, recibido por la secció, 


FIG. 20 


al 4 y? + < Ri con el plano y = z. Tomar el lado de la esfera 
dirigido a la parte positiva del elo Oz, 

Solución. Debido a lo que el plano y = z es perpendicular 
al plano de coordenadas х0у, entonces el círculo 5, que está en 
este plano, se proyecta al plano тОу en el segmento "Ay Аз y, por 
consiguiente, se altera la univocidad recíproca de proyección. 
En otros planos de coordenadas el círculo $ se proyecta recíproca 
y univocamente. Proyectando el círculo, por ejemplo, del plano 
702, obtendremos el dominio Da: limitado por elipse (fig. 20). 
Hallemos la ecuación de la elipse excluyendo y del sistema de ecua- 
ciones 


aya 
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z 
tE 


234R ó 


Según la condición la normal al círculo $ forma el ángulo obtuso 
В con ol eje Oy (fig. 20), por eso tomamos 
n= —grad (у 2) =, 


De la última igualdad tenemos cos В = — 


del área 45 de) circulo es igual a 
asn 42da 


тее Г =V 2 dz аз, 


2 1 segmento 


Hallamos el producto escalar: (а, по) = УЗ. 
El flujo buscado según la fórmula (5) es igual а 
EN я aa 15 
n= È (24rd=2 f аа 2-243 У пел, 
E Дачу 


puesto que el área Q dol dominio Dx: limitado por elipse con semie- 


jos a = -73 , y b = R, os i 
jos а = 373, Y os igual a 
A анз 
Q= \ 1 ағ dz=nab= s 
be va 


Ejemplo 7. Calcular el flujo del vector а = zi 4- yj ale 
a través del lado exterior do la suporficio lateral del cilindro circu- 
lar z? у AR? limitada рог los planos 2 = 0 y 2 H UI > 0). 
Solución. El cilindro dado se proyecta sobro el plano хОу on 
forma do línea, precisamonto on la circunferencia (fig. 21) 
+ = В, 
:= 0. 


Рог озо vamos a proyectar el cilindro sobre otros planos de coorde- 
nadas, por ejemplo sobre ol plano yOz. Puesto que el cilindro se 
proyocta sobre el plano yOz no Иргоса y univocamento, entonces 
utilicemos la propiedad de aditividad del flujo del vector y repre- 
sentemos el flujo buscado П en forma de la suma de los flujos 
П = П, + Пу, donde П, es el flujo del campo a través del seg- 
monto 3, del cilindro, ubicado en el dominio, donde y > 0, y Ma es 
el flujo del mismo campo a través del segmento 5, del cilindro, ubi- 
cado en el dominio, donde у < 0. En 5; tenemos 


по НИ 


5—01406 
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Por consiguiente, 


= fj ras- R | f as=ns, 
s; 


E 


donde 5 rea del segmento 5, del cilindro. Puesto que 
5 aR "н. 


ces Пу = ak 


FIG. 2 


‹ 


En S, otra vez tonemos 
‚_ 54+ 0] at 
т, |ба, туш 1 н 


y, por consiguiente, 
п, = f f R dS = RS = н?н. 


El flujo buscado es igual a П = АЗ. 

Observación. Se puede resolver el problema con menos difi- 
eultad, si en el cilindro introducimos las coordenadas curvilinoales 
z= R cos q, y = R sen q, z = z. (véase el punto 3°). 

Para hallar el flujo del campo vectorial a = P (2, y, atk 
+Q (r, y, 2) j + R (z, y, 2) k a través de la superficie 5 prefijada 
por la ecuación z = f (2, y) utilizando el método de proyección 
sobre el plano de coordenadas, no es necesario hallar el versor n° 
de la normal y se puede tomar el vector 


IN (0-0 рк). 
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Entonces la fórmula (1) para el cálculo del flujo П obtiene la forma 


n= 5 (a, n9) as = e m| n m 


Por analogía se obtienen las fórmulas para el cálculo de los 
flujos a través de las su; icies prefijadas por las ecuaciones 
z= g (y do yop a. я 

La fórmula (7) en la forma de coordenadas se escribe como si- 
gue: 


п=+ | {ЦР n ле, LOU ве, Ge 
Ох 


+R lz, у, Л, И de dy 
Ejemplo 8. Calcular ol flujo del campo vectorial 
a=zi+yj+ У ук 


dol lado oxtorior del hiperboloide de una cavidad z = 
J 1 limitado con los planos z= 0, z= V5. 


= г E 

Solución. La superficie dada se proyecta recíproca y шийуо- 
camente sobre el plano 20у en el dominio Dy limitado por las 
circunferencias 


apami ү y ия 
2=0 Б 2=0, 


Hallamos la normal exterior л: 


n= + grad (2 Y 


Puesto que n forma con el eje Oz el ángulo obtuso y (fi 
tonces tomamos el signo «—» y, por lo tanto 


гі 
Узи 


Hallamos el producto escalar 


(a, п) Мау 


Empleando la fórmula (7), obtendremos 


п је. жан) п 


= 
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Pasando a las coordenadas polares т = p cos p, у = p sen p, ob- 
tenomos 


n= | sen {a | үч” уж == уз. 


ыл, Ум 
Ejemplo 9. Calcular el flujo del campo vectorial 
a= yi + zj + zk 


a, través de la suporficio cerrada limitada mediante el cilindro 
22 + y? = R° y por planos z = z, з= 0 (25 0). 


FIG. 22 


Solución. s parcialmente plana, por eso 
utilizando la ditividad del fujo roprosontando 
el flujo е la suma de los flujos Ha, Ma a 
779 respectivamente, semicírculo 
a+ бә ди о тє R, z= 0), Sa (una parte del y апо + = =) 
у 5, (una раме del cilindro за + y? = R3): T = П, 


уа duo $ es corrada, entonces tomamos Ja normal exterior а efla 

ig. 23). 

1) En S,, donde z = 0, tenemos n° = — k, por tanto 
(a, п?) = — z 


y, por consiguiente, el flujo П, será igual a 


m=— И zdS=— {1 = dz ау. 
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Pasando а las coordenadas polares z= р соз Ф, y= psen q» 
hallamos 
22 a 


еы $ { pcos фр dpdp=— | sagde | ө%ар= — R. 
8 -я/2 


2) En Sy dondo s = =, tenemos 
n= + grad (z — 4) = (4, +k), 
ғ 


п 


FIG. 23 


y puesto que la normal п a S, forma con el eje Оз el ángulo agudo, 
entonces en el segundo miembro tomamos el signo «-|-». De tal 
do, n = — ¿+ Ку resulta que (a, п) = z — y. 
Proyectando S, sobre el plano хОу obtenemos semicírculo 
Dzy: 0S 1 УИ у 


Entonces según la fórmula (6) obtendremos 
M= f (a, n) ba dz dy, 


у 
у de nuevo pasando а las coordenadas polares, oblendromos 
x/2 R 
Л | (cos ф—зеп q) dp | оф н 
-i2 ъ 
3) En Sa, donde z? + у? = А, es decir, en la superficie la- 
teral del cilindro, tenemos 
ме Ed ау На) _, ziti 
1йтай (2+y9—RD1 Узи 
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En este caso la normal z forma con el eje Oz el ángulo recto y, por 
eso cos y = 0, debido a lo que la elección del signo en el segundo 
miembro es arbitrario; tomemos, por ejemplo, el signo «+» enton- 
cos 


п 30 „> пу (+ ) y 
y, por consiguiente, 
m=4 }} (tyas. 


Я 
No so puede proyectar la superficie S} (cilindro recto) sobre el 
lano 20у, porque ella зо proyectará en linea, en semicircunferenci 
{ө altera 14 univocidad reciproca de la proyección). Lo mi 
cede y өп el caso de proyección sobre el plano =02. Por eso vamos 
в proyectar la suporficio Ss sobro el plano yOz, en ol que olla se 
proyecta recíproca y unívocamente en el dominio Dyz limitado 

por la línea 


э+и- №, 


2= z. 


Excluyendo de aquí z, obtendremos la ecuación de la proyección 
de esta línea sobre el plano 20у: 2° -+ у? = А? es la circunferencia. 
Puesto que 


Ep" 
1 сова l= i соз (#4, 11, 01=|Fj=F e>0, 


entonces obtendremos 


1 (2+2) у ы @-+у = 
"= SS J cosa [| |... 40 4+ 10] proa de 
Di | рд 
2гу 
=ў 20 dy de 2f | y dy de. 
„т Di: 
Utilizando las coordenadas polares: у = р соз Фф, == psen q, 
hallamos 


z в 
п, 27] pcos фр ар dp 2 { сов ф de | p° ар 0. 

з э Ц 
Pues, 


п- 


2 2 
3 Из я°-0—0. 


108. Calcular el flujo del campo vectorial а = yi + 
+ zj + zk a través del lado superior del triángulo limi- 
tado por los planos 


r+y+z=a z=0, y=0, ¿=0, 
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109. Calcular el flujo del campo vectorial а = zzi а 
través de la superficie exterior del paraboloide z = 
= 1 — z? — y? limitado por el plano z = 0 (z > 0). 

110. Calcular el flujo del campo vectorial а = zi + 
+ zk a través de la superficie lateral del cilindro cir- 
cular y = У? 22 limitada por los planos z= 0, 
2 =h (h >0). 

111. Calcular el flujo del campo vectorial a = zi + 
+ yj + zk a través de la parte superior del círculo que 
corta el cono z = Уз 0 en el plano z = h (h >0). 

112. Calcular el flujo del campo vectorial а = 322 — 

yj — zk a través de la superficie exterior del para- 
boloide z? + y? = 9 — z, que se encuentra en el primer 
octante. 

113. Calcular el flujo del campo vectorial 


a = (2 + у) i + (Y° + у] -H(A 22) k 


a través de un segmento del plano z = 0 limitado por la 
circunferencia z? + y? = 1 en dirección del versor k. 
114. Calcular el flujo del campo vectorial a = yzi — 
— xj — yk a través de la superficie total del cono 2° + 
2 = 22 limitada por el plano 2 = 1 (0<2<1). 
115. Calcular el flujo del campo vectorial а = 2zi + 
|+ (1 —2y)j + 2:К a través de la superficie cerrada 
limitada por el paraboloide z? + z = 1 — 2y (у >0) 
y por el plano z = 0 (2 2 0). 
116. Calcular el flujo del campo vectorial а = zi + 
+ yij + 22% a través de la superficie total de la pirámide 
limitada рог los planos z + y +2=1,x—0, y = 0, 
2=0 


117. Calcular el flujo del campo vectorial a 
+ yj 1 zk a través de la esfera д® + y? + 2° 


2”. Método de proyección sobre todos los tres planos de coordena- 
das. Sea que la superficie 5 se proyecta recíproca y univocamente 
sobre todos los tres planos do coordenadas. Denominemos por medio 
de Эли, О хг, Dyz las proyecciones 5 sobre los planos rOy, 202, 
yOz respectivamente. 

En este caso la ecuación F (e, y 
univocamente calculable respecto a cada 
por lo tanto 


жї + 


Ra, 


= (1 de la superficie 5 оз 
de los argumentos т, y, z, 


z= z (y, 2), y = y (z, 2), z = z (2, у). 
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Entonces el flujo del vector 
а = P (z, y, 3) i +Q (z, y, 3) j + R (z, y, 2) k 
a través de la superficie S, el vector de unidad de la normal es 


igual a 
n? = cos a-i + cos B-j -+ cos y-k 
so puede escribir como sigue: 


n | f (a, n°) а5 у) {Р (z, у, 2) соха -+Q (х, у, =) cos B+ 
do d 


+R (z, y, 2)cosyldS. (8) 


Es conocido que 
45 cos a = +dy dz, 


45 cos В = dz dz, © 
°» 45 cos y = dz dy. 
Соп todo eso el signo en cada de las fórmulas (9) se toma tal, cual es 
el signo de cos æ, cos В y cos y en la superficie 5. Sustituyondo (9) 
on (8), obtendromos 
A+ | f Pen v, чуме | È о, v(e, 9, 2) dz de + 
Diz Dx: 


+ 55 Riz, y, z(z, y) ғау. (0) 


Л 
Ejemplo 10. Hallar el flujo del vector 
а = ayi + уз] + zzk 
a través del segmento de la superficie exterior de Іа esfera z? + 
НИД = 1 que se encuentra en el primer octanto. 
Solución. Tenemos 
m grad (224424221) _а14-+-у/--:К 
Гага (28-91 Yapa 
do donde, toniendo оп cuenta que la superficie dada 5 se encuentra 
en el primer octante, obtendremos 
cosa = z > 0, cos В = y > 0, cos y = # > 0. 
Por eso en fórmula (10) tomamos delante de todas las integrales ol 
signo «-+» y, haciendo en la fórmula 


P = zy, Q = yz, В = ат, 


=: y jo zk, 


по 


obtenemos 
п= | f гуа det | | yzdzaz+ [| È zzaz av. (11) 
13 } y) 


Des Dev 
De la ecuación de la esfera 2? -+ y? -+ 22 = 1 hallamos 
i=2(, й= ТШСЙ, yy la, 2) = У 12923, 


z=z (y, 2) = Ут 
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Sustituyendo estas expresiones para z, y, z respectivamente on Ja 
tercera, segunda y primera integrales del segundo miembro (И), 


obtenemos 
п | Vi A dr da 
Den 


+È | o TPB ад 
Diz 
Calculemos la primera integral que está en el segundo miembro, 
pesando а las coordenadas polares z = p cos p, y = p son p, donde 
< PL п/2, 0 <p < 1. Entonces obtenemos 
п [УР я-а | | "УГ coso do dp 
pa Din 


1 
pi dp = { p? Ия ар. 
л 


Suponiendo que en la última integral р = sen t, dp = cos t dt, 
tondromos 


242 Й м: 
n= son? t cost t dt = | sona 2t dt =A 
$ 


La segunda y tercera integrales en la fórmula (12) se calculan 
análogamente; con esto obtenemos 


= { {ау ны 
02 
is | {ут 
Ds: 
El flujo buscado será igual a 


A 


118. Aplicando el método de proyección sobre todos 
los tres planos de coordenadas. Calcular el flujo del campo 
vectorial a través de la superficie 5: 

a) a = zi xj yk, 

5 es el lado superior de la parte limitada del plano 3z + 
+ бу — 22 — 6, cortada por los planos de coordenadas. 


bDa=tlery+ii+lic+y+ i i)j— 2k, 
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5, el lado superior de la раме del plano 
фу = 
que se encuentra en el primer octante, 
с) a (2 Vy—2)i4 j+ (Vy—22—2)k, 
5, el lado exterior del paraboloide de rotación 
у= х®-+ 2, 


limitado por el plano у = 4 y que se encuentra еп ol 
primer octante. 


3°. Método de introducción de coordenadas curvilineas en las 
superficies. En algunos casos para calcular el flujo del campo vecto- 


FIG. 24 


rial a través de la superficie dada S se puede elegir en la misma 
тріо de coordenadas, еп el cual es cómodo 
¡zar la proyección sobre los planos de coor- 


Ехашіпетов unos casos particulares 
Lazo 1), Sea la, superficie, 5 un segmento del cilindro circular 


? = R? limitado por las su; = , Y) q 
PRE li pr Me ТАЗДЫН 


z= R cos ф, y = R sen Фф, == т, 


gbtenomos, para la superficie dada 
Оф < 2л, fı (R cos p, R sen p) < z < /, (R cos p, Л seng), 
y, Para e segmento del área 45 Sbtenomos la expresión siguiente 


е 45 = В dq dz. 
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Entonces el flujo del campo vectorial æ por el lado exterior 
de la superficie 5 se calcula según la fórmula 


2л 
N=R \ dy (a, n°) dz, (13) 
Ja (В cos Ф, R sen Ф) 


donde 


Ejemplo 11. Hallar el flujo del vector r = xi + yj + zk a 
través del lado exterior de la superficie lateral del cilindro circu- 
lar z? + y? = R? limitado por los planos = = 0 y z = И (И 2 0). 

Solución. En este caso tenemos: 

0 < ф < 2n; fı (R cos q, R sen ф = 0, / (R cos ф, R sen Фф) = H 
Introducimos en el cilindro las coordenadas curvilíneas 


= = R cos ф, у = R son ф, 2 = 2. 
Entonces el flujo buscado del vector r será igual a 


2л и 
п=н{ dq \ (r, n°) de. 
? v 


Pero ya que 
r= zi + у] + zk = R cos ф.і + R sen pj + zk, 
y la normal n? en el cilindro: 
mom ЭРЫ _ R созр-і 4-Р son y 
R 


F os pisen pj, 


entonces el producto escalar en el cilindro será igual a 
(r, т) = R сох? p + R sen? ф = В. 
Definitivamente hallamos 
лон 


na [ | di=2a RMN. 
% о 


o 
Ejemplo 12. Calcular el flujo del radio vector 
r= zi + yj + zk 
a través de la superficie lateral del cilindro circular 22 + y? = 1 
limitado de abajo por el plano z + y + z= 1, y de arriba por el 
plano z + y + = 2. 
Solución. En el caso dado (fig. 25) tenemos 


В = 1, рб р) 12р. hb 0=2-:z—4. 
Pasando а las coordenadas en el cilindro 
д = созар, у = зеп, = 


obtendremos 
h n= 


— cosp — sen p, falo y) — cos y — sen $. 
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Según Ла fórmula (13) el flujo del vector r será igual a 


2л 2-соз ф-вепфр 
п= | а d (r, n9) аз. 
d 1-с05 Ẹ-sen y 


А FIG. 25 
Poro puesto que en el cilindro z? + y? = 1 
n? = тї + yj = cos p-i + sen Феј, 
(г, пб) = 22 + y? = cost p + sen? p = 1 
y, por consiguiente, 


2л è 2-cosg-seno 2л 
= | dp } а= f аф =2л. 


ов -se 
119. Hallar el flujo del vector 
a=yi+xj—evk 
a través de la superficie lateral exterior del cilindro 
zt F y? m 4 limitada por los planos z = Оуз + y + 
са 120. Hallar ol flujo del vector 
а = zi — zyj + zk 
a través de la superficie exterior cilíndrica 22 + 2 = R? 
limitada por los planos у = 1 ух + y = 4. 


entonces 
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121. Hallar el flujo del vector 
а = ti — y] + ттк 
a través de la superficie exterior cilíndrica z? + у? = 
limitada рог la esfera 2° + y? 4 2° = 25. 
122. Hallar el flujo del campo vectorial 
а = zi — yj — tyk 
a través del lado exterior de la superficie lateral del cilin- 
dro z? + у? = 1 limitada рог. el Plano 2=0 y por el 


paraboloide hiperbólico z = z? — y?. 
123. Hallar el flujo del campo vectorial 


= (zy — y) i + (2z — z? + zy) j + zk 
a través de la superficie exterior de la superficie lateral 
del cilindro z? + y? = 1 limitada, por el cono elíptico 
23 
э +. 


БЕЧ 2). Supongamos qu 
esfera 22 + yt + 2 


uperficie 5 es el segmento de la 

R* limitada por las superficies cónicas, las 

ecuaciones de las cuales en las coordenadas esféricas tienen la forma 

de Ө = f, (9), Ө = fa (Ф), y por de Ф Ф = Фа. 
Hacemos рага los puntos de la esfera dada 


= R 000 юл 0, y = R sen p son Ө, == R cos 0, 


donde qa < y < Pa: бү < Ө << Өү. Entonces para ol segmento dol 
а = 


45 = 77 son 0 40 dy. 
En este caso ol flujo del campo vectorial a a través de la superficie 
exterior 5 de la esfera se calcula según la fórmula 
чр Өз 
п= йз l dp { (алп) sen Ө 40, (14) 


Ф б 


donde 


пе— gad (zty taR) _ cid-yj+ak 
[grad (A A] R , 
Ejemplo 13. Hallar el flujo del vector 
a= (z — 2y +1) + (2z + y — За) j + (By + 2) k 
а través dol segmento de la esfera z? -- y? + : = 1 que so опсцоп- 
tra еп el primer octante, en el dominio donde z? -+ у? -+ 22 > 1. 
Solución. En este caso tenemos 
В = 4, Фу = 0, Фа = 7/2, Ө, = 0, Ө, = 1/2, 
n? = zi + yj + zk, (a, п) =P E 
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Introducimos en la esfera z? + y? + 22 = 1 las coordenadas q y Ө 
de tal modo que 
= = cos ф sen Ө, у = sen q sen Ө, z = соз Ө. 
Entonces obtendremos 
(a, n°) = 1 + cos p sen Ө 


FIG. 26 
у, aplicando la fórmula (14), obtendremos 
2/2 22 
це | аф | (1 +cos q sen Ө) sen 040= 
ð 
м2 2 РР РА 
= {а | 10404 È cosa { son*0 40-3 a, 
ОИ v ð 


124. Hallar el flujo del campo vectorial 
a = æi — y’j + zk 
a través de la superficie exterior del segmento de la esfera 
а? + y? +z = 1 que corta la superficie cónica 22 = 
=z + y’, 222 Уи. 
125. Hallar el flujo del campo vectorial 
а = yzi + x2j + хук 
a través de la superficie exterior del segmento de la esfera 
а? + у? + 2? = R? que se encuentra en el primer octante. 
126. Hallar el flujo del radio vector 
r= zi + yj + zk 
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a través de la superficie exterior del segmento de la esfera 
z? + y? + = 2 limitada por los planos z = 0 y z = y. 
127. Hallar el flujo del vector 


а = zzi + yzi + 2k 


a través de la superficie exterior de la esfera 2° + y? + 
+ 22 = 9 cortada рог el plano z = 2 (2 >2). 


$ 12. FLUJO DEL VECTOR A TRAVES 
DE LA SUPERFICIE CERRADA. 
TEOREMA DE GAUSS—OSTROGRADSKI 


Teorema. Si en algún dominio G del espacio las coordenadas 

del vector 
а= P (z, у, 3) i +Q (z, у, УЕ R (z, y, тк са 
son continuas y tienen las derivadas parciales continuas 92 ЕЯ он 
entonces el flujo del vector а а través de cualquier superficie cerrada 
parcialmente plana У que se encuentra en el dominio G, es igual a la 
ӘР 00 д, 

integral triple de 72 90 TE por el dominio V limitado mediante la 


(a, по) do 11] (= 


(la fórmula de Gauss — Ostrogradski). 
La normal n a la superficie E se toma extorior. 
Ejemplo 1. Calcular el flujo del vector 


а= + pj + әк 
a través de la superficie cerrada 
atp =R, :=06>0). 
Solución. Según la fórmula (1) 
п | f { (27 4-2y 4-22) dv. (2) 
у 


superficie Ў: 


n= do (1) 


La integral (2) es muy cómodo“calcularla en las coordenadas esféri- 
саз г, 0, ф. 
Tenemos 


ж == r son Ө cos q, y = г sen Ө sen p, 2 = r cos 0 
y elemento del volumen 
dv = r? sen Ө dr 40 de, 
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entonces 


п=2 | (r sen Ө соз ф-{-г sen Ө зеп q) +r соз Ө г2зеп В dr x 


Y 
2 v2 
xa049=2 | ар { зоп Ө (воп 0 соз ф-4-зеп О зоп p+ 
з ә 
R КИС E 
-+ cos Ө) 40 | par= 2% {аф cos Oson 0 40 == FRÈ 
v % v 


Ejemplo 2. Calcular ol flujo del vector а == 4zi — yj + zk a tra- 
vés do la superficie del toro. 


FIG. 27 


Solución. Utilizando el teorema de Gauss — Ostrogradski 
obtendremos que el flujo buscado I es igual a 


пы № (а, n°) do = 1 (2 955) а= 4У, 
8 


donde У ез el volumen del toro. Para calcular el volumon У con- 
viene emplear ol teorema de Gülden acerca dol volumen del cuerpo 
de revolución según ol cual esto volumen es igual al producto del 
área de la figura que gira en la vía que describo el centro de masas 
Че la misma duranto la rotación. 

Sea R, y Ra los radios interior y exterior del toro (fig, 27). 
El área 5 del círculo que forma ol toro durante su revolución, es 


igual a 
а) 


La distancia de la vía que describe el centro de masas —el centro 
de este círculo— es la longitud 1 de la circunferencia del radio 
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BER: os decir 
=, 


1=2л 


=n (R, + Ну). 


2 


De tal modo, el volumen Y del toro es igual a 
R¿—R; үз М na 
V =n (E) a RR) = 0 a R Mat RD. 
ЕТ flujo buscado es igual a 
П = n? (Ry —RY (R, + Ву). 


Ejemplo 3. Aplicando ol teorema do Gauss — Ostrogradski cal- 
cular el flujo del campo vectorial 


(t буза) #-Е2ж ато y-j ачтан 


a través del lado exterior del segmento de la superficie 
— 42 — y’, que se encuentra sobre el plano х0. 


2 


FIG. 28 po 


Solucion, Para que ва posible aplicar el teorema de Gauss — 
Ostrogradski, cerramos de abajo la superficie dada por una parte 
del plano 20у que está limitado por la circunferencia 


аа 1, 
2-0. ) 


Sea о el volumen del cuerpo obtenido limitado por la superficie 

arcialmente plana с que se compone de una parte о, del parabo- 
oide de revolución == 1 — 22 — y? y de la parte б, del plano 
z= 0 (fig. 28). 


6—01406 
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El flujo del vector dado a través de la superficie g según el 
teorema de Gauss — Ostrogradski es igual a 


n= ce, н) ao 55 - A) av, 


Й 
Hallamos la suma 
ар Q ӘП 2y A, 
ог ду а Чи E ри S 


Por consiguiente, el flujo es 


№ (a, п) do=0. 


A la fuerza de la aditividad del flujo obtenemos 


n= Hi (a, п) do- rjf п") do= 0, 


тасма} Majo: buscado es 


п, | f (a, n) do= — |} (a. та. 
С 
El flujo 5H, del vector a a través del Ре а 4-0 1,2 0 


es igual a 
|} (a, т) do. 


Puesto que en el sa z = 0 tenemos 


i42rarctgy:j - К, по = К, 


т 


y, рог consiguiente, (a, n°) = 1, entonces el flujo П, а través del 
círculo оу será igual al área dl о оз: 


El flujo buscado M, = — И, = —л. 


Cerrando por un modo adecuado las superficios abier- 
tas dadas y utilizando el teorema de Gauss—Ostrograd- 
ski, calcular los flujos de los campos vectoriales a través 
de las superficies indicadas (la normal a la superficie 
cerrada se toma exterior). 

128. a = (1 — 22) i + yj + zk, 

5:22 yt = 2 Oz h). 
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129. a = zi + zzj + yk, 

ЩЕ у? = 4 2 (2 >> 0). 

130. a — (y? i — pj + 2yzk, 
а +y=y(0<y=<1). 


$ 13. DIVERGENCIA DEL CAMPO 
VECTORIAL. CAMPO SOLENOIDAL 


El concepto del flujo del vector a través de la superficie ce- 
rrada conduce al concepto de la divergencia del campo. Este соп- 
cepto da alguna característica cuantitativa del campo en cada uno 
de sus puntos, 

Sea M un punto a estudiar del campo. Vamos a rodearlo con la 
superficie E de una forma arbitraria, por ejemplo, con una esfera 

о suficientemente pequeño. Sea (У) el espacio limitado por 
ie Y y su volumen sea V. Estudiemos la relación 


№ (a, п) do 
RÁ a) 


Definición 4. Si la relación (1) tiene el limito finito, cuando 

el espacio (V) se tiende al punto M, entonces este límite se lo Ia- 

san la divergencia del campo vectorial (la divergencia del vector a) 
n el punto M y se designa con el símbolo div а (M). Por lo que 


4$ (a, по) da 
х 


diva (м) = иш =———. 2) 
verona у 9 


La fórmula (2) da la definición invariante de la divergencias 
Esta definición significa que la divergencia del campo а en el 
punto M es la densidad volumétrica del flujo del vector a en este 
punto. 

Los puntis M del campo vectorial a (M), en los cuales div a > 
>0 se ilaman fuentes, mientras que los puntos, en los cuales 
diva <0 se llaman sumideros del campo vectorial. 

La divergencia del campo vectorial es la función escalar de los 
puntos del campo. 

Si las coordenadas del vector 

а (М) = P (z, y, 2) i О (z, y, z3) j + R (z, v, 2) k 
tienen las derivadas parciales continuas pa 50, ЯН on el entorno 
del punto M (z, у, 2), entonces, utilizando la delin 


сж 


n invariante 
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de la divergencia obtenemos del teorema de Gauss — Ostrogradski 
que 
wan IP, ô , ƏR 
diva 22-90 90. B 
Todos los valores en la fórmula (3) se consideran en el mismo punto 
M (z, и, 2). 

Empleando la fórmula (3) para la divergencia, se puode escribir 
el teorema de Gauss-—Ostrogradski (véase ol $ 12) on la forma 
Vectorial 

$ (a, т) ав = | | | diva do. % 
\ \ 
Ejemplo 1. Aplicando la definición invariante calcular la di- 
vergencia del vector a == zi en el punto O (0, 0. 0) escogiendo on 
calidad do las superficies о que rodean el punto O, las esferas о, del 
radio e con el contro en este punto. 
Solución. Según la definición do la divergencia on el punto 


dado tenemos 
$ (a, n°) do 


‹о„)—0 ve 
donde о, es el volumen de la esfera limitada рог la esfera ог, о 


Joer 


diva (0)= Lim Ш. 
ыз е 


div a (V) > 


Poro puesto que el volumen de la esfera es igual a ve 


entonces 
(а, n°) da 
diva (0) = Иш ———. 
Daur Te 


Calculemos el flujo % (a, n°) da del vector dado а través de la 


esfera ое. El versor de la normal n° а la esfera o, está 


irigido por 
el radio de la esfora, debido a lo que se puede escribir: 
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donde r° es el versor del radio-vector r = xi + yj + zk, o 
по = РУЧЕЙ 
EITE, 
EL flujo buscado será igual а 


(a, n°) do 


9. 
Pasando а las coordenadas on la esfera де 


z= в соз psen Ө, y = e sen p зоп Ө, z = e cos 0, 
obtenemos 


$ (a, по) do = 
e 


_ | £? cos? y sen? Oe? sen 0 dp 0) _ 


e 
9. 
2л a 7 
=w { сов? ф йр | sen? рар ae. 
v ò 
Por consiguiente, 
diva ()= lim =1. 


є-0 2 дез 
3 


Ejemplo 2, Calcular div r. 
Solucion. Tenemos г = xi + yj -|- zk, así que Р = z, Q = m, 
н = z y, por consiguiente, según la fórmula (3) 


yr ËZ, ФУ ү 02 
lr e BT 


Ejemplo 3. Calcular div (и-а), donde и (М) es la función 
(м) ее у, z) i + Q (z, y, 2) j + R (r, y, 2) ез 


Solución. Utilizando Ja fórmula (3), hallamos 


div (ua) =P) 000). ошл. Е 
MES” ди ô , „ди on Е 
Ба РО ор Роу чә: Ч 
öP , ðQ „дн СТ 
= (ара) РРО G 


—u-diva-+(a, grad ш). 


GAP. т 


De tal modo, 


div (ua) = u-div a + (a, grad u). 
Ejemplo 4. Hallar la divergencia del vector 
apir) s20 y, 


donde 
punto va 
Solución. Me 


| jes la dista cia del origen de coordenadas hasta el 
ble M 


Na fórmula (5) obtendremos 
diva 20 шу, (> grad 210 y, 
En seguida, 
divr—3, graa LO 9 =( 10) grad r= 
E. 2 o- Фо) „е, 
= Отто o, 
Por eso 


diva -2.34 (LEO e, e) 


е0 pe ein) ито 


ИЧЕ 


131. ¿Para qué función y (r) será div ip (r) r 24 (re 

132. МаНаг div (Аг). 

133. Hallar la divergene 
а = 1с, rl, 


donde e es el vector constante. 
134. Hallar 


del campo vectorial 


div (r lw, г}, 
donde w es el vector constante. 
135. ¿Para qué función y (z) la divergencia del campo 
a = zzi + yj + Ņ (3) k 
será igual a 2? 
136. Hallar el flujo del radio vector r a través de la 
pericia de esfera. 
137. El campo electroestático de la carga puntual q 
es igual a 
ESA 


та 7 


Calcular div Е. 
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138. Mostrar que 
18 tr, ador, 
: 


donde У ез el volumen limitado por la superficie cerrada E, 

139. Demostrar que si 2 өз la superficie parcialmente 
plana cerrada y e es el vector constante que no es nulo, 
entonces 


$) cos (п, e) do 0, 
т 


donde п es el vector normal a la superficie У. 
140. Demostrar la fórmula 


№ (фа, п") їо = | { f (p div a+ (a, grad ф)) dv, 
y y 


donde p = q (z, y, 2), y Xes la superficie que limita el 
volumen V. Determinar las condiciones de la aplicabilidad 
de la fórmula. 


141. Demostrar que si la función u (z, y, 2) satisface 
la ecuación de Laplace 


дш даш дш 


За Кодук ат — 0, 
entonces 


д! 4. В ӨЗ 
donde чш la derivada por la dirección de la normal 


exterior a la superficie parcialmente plana cerrada Х. 
142. Demostrar que si la función и (z, y, 2) es el 

polinomio de la segunda potencia y Х es la superficie 

parcialmente plana cerrada, entonces la integral 


ў) 22. ао 


z 
es proporcional al volumen limitado por la superficie Y. 
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Hallar el flujo del campo vectorial a través de las 
superficies cerradas señaladas: 1) directamente, 2) median- 
te el teorema de Gauss—Ostrogradski. 


2— 22+ 
#4. 


143. a—xi4zk; 5: { 
2 ay, 
z2=H, I>0. 
6—22— у? 


1%, 


144. a- 2zi | 2yj— zk; 5: | 


145. а xi—zj; 5: { ps 


z- 
Р Р жы. 
146. a- yzi-—aj—yk; S: E 1 (01). 


147. a- xi 2yj—zk; S: { Ped 

Ц 2—1 уз. 

аа =4 
{5-0 

2+4 

З2=22-| y? 


148. a= 221— (2—41) К; S 


149. a=- 2zi—yj+zk; sl 


150. а yri ; 2yj—zk; S: 22-i y? | 
151. а (242) i+ (ya) j+ (24+ y) k; 


Le Y 220. 
Э— 2-22 уз, 


152. а 3zi—yj—zk; 5 фе Pl а-ай: 


153 а = (y— a) i4 (2—0) ј 4 (2—2) Б; 
а+уф2= 1, 
“р 2=1, 


iz 
154. a = ri—2yj—zk; S: | 
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CAMPO SOLENOIDAL (TUBULAR) 


Definición, Si en todos los puntos M de cierto dominio G la 
divergencia del campo vectorial (prefijado en el dominio G) es 


igual а cero 
div a (M) = 0, 


entonces se dice que el campo es solenoidal еп este dominio, 

De tal modo, según la definición, el campo solenoidal no tiene 
fuentes y sumideros. 

Del teorema de Gauss—Ostrogradski sigue que en el campo 
solenoidal el flujo del voctor а == @ (М) a través de toda superficie 
cerrada o que so encuentra en este campo ез igual а cero 


(Y ш. жле жо. 


En ol campo solenoidal G las líneas vectoriales no pueden empezarso 
ni torminarso. Ellas pueden ser las curvas cerradas o pueden toner 
sus extremos en el límite del campo. 


La ecuación 
div a (M) = 0 


se Пата en hidrodinámica ecuación de la continuidad del 
líquido incomprestble. 

En este caso la cantidad del líquido qu 
superficie cerrada а, siempre es igual a la 
trante y el flujo completo es igual a cero. 


alo a través de alguna 
¡tidad del líquido en- 


¿Cuáles de los siguientes campos vectoriales son 
solenoidales? 


es solenoidal en toda región que no contiene el origen 
de las coordenadas 0 (0, 0, 0). 

159. ¿Para qué condición el campo vectorial а = 
= Фф (1) г será solenoidal? 


Dado que tenemos el campo del vector a (44) (que no es obli- 
gatoriamente solenoidal). Examinemos en el сатро vn contorno 
orientado cerrado £. La superficie X que está limitada por la línea 
£, la llamamos superficie que está tendida sobre el contorno L. 
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Conviene orientar la normal п а la superficie X de tal modo que 
del extremo de la normal el elegido recorrido del contorno L sea 
visto realizando el movimiento en el sentido antihorario (fig. 29). 


k FIG. 29 


160. Demostrar que en el campo solenoidal el flujo 
del vector a (M) no depende del tipo de la superficie Y 
que está tendida sobre el contorno L у sólo depende dol 
mismo contorno. 


$ 14. INTEGRAL LINEAL EN EL CAMPO 
VECTORIAL. CIRCULACION DEL CAMPO 
VECTORIAL 


Sean dados el campo vectorial continuo а == a (М) y una cu 
L parcialmente plana, en la cual está elegida la dirección pos 
(curva orientada). 

Definición 1. La integral lineal del yector a(M) a lo 
Jargo de la curva orientada L es la integral curvilineal del primer 
gónero (la integral por longitud del arco de la curva) del producto 
escalar (a, х®) 


{ (a, x°) ds, 


donde 12 = то (M) es el versor del vector tangente a la línea £, l; 

tación del cual coincide con la orientación de L; ds es la 
ial de la longitud del arco s de la curva L. 
Sir == г (M) es el radio vector de un punto 


fere: 


trario M de la 
línea L, entonces la integral lineal en el campo а (M) se puede escri- 
bir en la forma siguiente: 


| (a, в) ds— $ (a, dr). a 
E 
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Si en el campo vectorial está introducido el sistema rectangular 
de coordenadas Отуз, entonces r = zi + yj -+ ak, 


а= P (z, y, z3) i + Q (z, y, 23) j + R (2, y, 2) k 
y la integral lineal (1) se expresará a través de Ja integral curvili- 
neal del segundo género 


| (a, 0-5 P (z, v, зуйг--0(«, у, 3) dy+R (z, y, dde 


En el caso cuando a = a go es el campo de fuerzas, la inte- 
gral lineal (1) da la magnitud del trabajo de este сатро a lo largo 
le la línea Z. 


PROPIEDADES DE LA INTEGRAL LINEAL 
a) Linealidad: 


{ банка, ar) 1 È (a,, a)n | (as, ar), 


[А L 


donde A, p son los números constantes. 
b) Aditividad: 
| a, ar) { (a, dr)+ | (a, dr) 
‘а А La 
с) Con el cambio de la orientación do la línea L la integral 
cambia el signo 
| (a, ағ) | (a, ar), 
БА дв 
donde A es el punto inicial y В es el punto final do la línea L. 


CALCULO DE LA INTEGRAL LINEAL 
EN EL CAMPO VECTORIAL 


Sea la línea £ prefijada por las ecuaciones paramétricas 
=P (0, у (D, 2700, оаа 


al mismo tiempo en el punto inicial A de la línea £ el parámetro £ 
toma el valor Е = tọ, y en el punto final B de Ја línea È obtiene el 
valor 2 = t, (la dirección en la línea Z corresponde al incremento 
del parámetro £ desde fọ hasta £,); las funciones үр (0), Y (£), х (0 
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tienen las derivadas continuas en el segmento [1, t]. Entonces 


р 
Ja, im | (а, а | 2190, $9, 101904 
1 An ù 
+L, VO, LOV O+ 
Ене), PO, x OIX 0) de. 
Si 1а línea L está prefijada por el sistema de ocuaciones y = 
= Ņ (z), z= x% (2), а < х <b, entonces 
А 
| а, ат riera + 


ку р 


= 


Olz, ар 6а), Ж (уф СЕ а, p(z), хх" (0) ах. 


Las fórmulas analógicas pueden escribirse también y para 
aquellos casos, cuando la línea se prefija con uno de los siguiontos 
sistemas de ecuaciones: 


z= (y), 2 = Х (v) (Yo < y < ya) 


z = Фф (2), у = Фр (2) (20 < 2 < э). 
Ejemplo 1. Hallar la integral lineal del vector а 


p 
+, donde 
Fi’ 


r es el radio vector a lo largo del segmento do la recta del punto 
A (rg) hasta el punto В (rn. 
Solución. La integral lineal incógnita sorá 
› ШГ (dr) 
Pia an= | GA. ч) 
Ав An 


Do la igualdad 
(г, г) = (dr, r) + (r, dr) = 2 (r, dr) 
hallamos 


(r, ан ae, туа е) аре таге рете. 


De aquí 
Ema rt. (2) 
Sustituyendo (2) en la integral (1) obtendremos 
"в 
j (a, d= | арт {ағаға 
в Ав A 


Fíjense bion que 
laridir] 
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Hallar la integral lineal a lo largo del segmento de la 
recta limitado por los puntos А (71) y В (гъ) para los 
siguientes campos vectoriales: 

161. а =r. 


а r 
162. а= Tr- 


r° ез el versor. 


163. a=7ri 


164. Calcular la integral lineal a lo largo de la recta 
que раза a través de los puntos О (0, 0, O y M, (1, 1, 1) 


FIG. 30 


en dirección del punto O al punto Му, si а = |b, r], donde 
b ез el vector constante. 
165. Demostrar que 


$ (grad u, dr) =u (B) —u (A) 
Ав 
Ejemplo 2. Hallar la integral lineal del vector 


а= zi + zj + yk 
a lo largo del arco Г, de la línea helicoidal 


z=Rcost, y=Rsent, 2==37 


del punto A de la intersecc: 
el punto В de la intersecel 


de la línea con el plano z = 0 hasta 
con el plano z = 1 (fig. 30). 
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Solución, La integral lineal en ol ejemplo dado tiene la forma 
f a, ar) { zdr+zdy-4-y de. 
i 1 


La línea helicoidal se encuent 
En el punto А tenemos to 
Puesto que 


en el cilindro circular z? -+ y? 
en el punto В tenemos t, 


dr—-—Rsentdt, dy=Rcostdt, dae, 
entonces la integral será igual a 
27 


je ау | ( R sen t+ R? сова t+ Eson t) at= 
А ? 
зя п E 
=R? \ costtdt LL È esentar = nR? + R, 


puesto que 


tsen tdt= — 2л. 


d 
Ejemplo З. Hallar, la integral lineal del vector (véase el ејет- 
plo 2) 
а= zi + zj -+ yk 
a lo largo de la recta AB (véase la fig. 30) en dirección del punto A 
al punto B. 
Solución. Puesto que la resta AB (generatriz del cilindro 
ж? + y? = R?) se encuentra en el plano z0z у pasa a través del 
punto A (R, 0, 0), entonces y =0, z = R, dx = 0 y para el radio 
vector r de los puntos de la recta AB tendremos r = Ri + zk, 
dr = К-аз. Por eso el producto escalar 


(a, dr) = z dz + z dy + y de 


en la recta AB será igual a cero. 
Por consiguiente, la integral lineal incógnita 


| (a, ағ) = | (a, dr) 
А дв 


en la recta АВ será también igual а cero. 
De los ejemplos 2 y 3 so desprende que еп el caso gonoral la 
integral lineal en el campo vectorial depende no sólo del punto 
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inicial y del punto final de la vía de integración, sino y de la for- 
ma de esta vía. 

Ejemplo 4. Calcular el trabajo del campo de fuerzas 

F= pi + zj + (+y + a) k 

a lo largo del tramo AB de la recta que pasa por los tos 
м, (2, 3, 4) y Ma (3, 4, 5). ri мей 

Solución, El trabajo del campo de fuerzas dado será igual a la 
integral lineal a lo largo del tramo М, М»: 


dia | (F, ак) = | y dz4- z 4у-- (=--у-+- 2) dz. 
міма міма 
Hallamos las ecuaciones canônicas de la recta М, М. Tenemos 


Do aquí 
z+t, 
242, 

ау == ах, з= ал, 
Aquí z varía on los límites dosde 2 hasta 3 (puesto que la abscisa 
del punto M, es igual а 2, y Ја abscisa del punto М, es igual a 3). 
El trabajo buscado será igual а 


з з 
a= } 44 ааа 0) dz = J (5r +9438. 
з 


166. Calcular la integral lineal еп el campo vectorial 
plano 


a= = 
Утки 
a lo largo de la semicircunferencia 
z= R cost, у = R sent (0<t<m). 


167. Calcular la integral lineal en el campo vectorial 

plano 
а = (1? + 0) і (22 — у)ј 

а lo largo de la línea y = | | del punto (—1, 1) hasta el 
punto (2, 2). 

168. Calcular la integral lineal en el campo vectorial 
plano 

a = (z? — 2zy) i + (у? — 2zy) j 

a) a lo largo de la parábola y = z? del punto (—1, 1) 

hasta el punto (1, 1); 
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b) a lo largo del segmento de la recta que une los 
puntos (—1, 1) y (1, 1). 

169. Calcular el trabajo del campo de fuerzas F = 
= 9ту + 21} a lo largo del arco de la circunferencia 
241 = 1 z, y >0 del punto (1, 0) hasta el punto 
(0, 1) en sentido antihorario. 

170. Calcular el trabajo del campo de fuerzas 


а? + 2zy) i + (2° + y) 


а lo largo de la parábola y = 22 del punto (0, 0) hasta el 
punto (1, 1). 
171. Calcular la integral lineal en el campo vectorial 


а lo largo del segmento de la recta del punto (1, 1, 1) 
hasta el punto (4, 4, 4). 
172. Calcular la integral lineal en el campo vectorial 


а = (у? — 22) i + 2yzj — ak 
a lo largo de la línea 


== 
у= | (01) 
2-6 


en dirección del іпегешепію del parámetro {. 
173. Calcular la integral lineal en el campo vectorial 


a = yi + zj + zk 


a lo largo de la espira do la línea helicoidal 


z=acost, 
y=asent, } (O<t<27) 
z=bt 


en dirección del incremento del parámetro t. 
174. Calcular la integral lineal en el campo vectorial 


a= ri + yj + k 


en dirección del punto (0, O, 0) hasta el punto (1, 1, 1) a 
lo largo del tramo de la recta que pasa por estos puntos. 


514. INTEGRAL EN EL CAMPO VECTORIAL 97 


CIRCULACION DEL CAMPO VECTORIAL Y SU CALCULO 
Definición 2. La integral lineal tomada a lo largo de la curva 
cerrada orientada Z se llama la circulación С del campo vectorial 
а = a (М). De tal modo, según la definición 


Es $ (a, ағ), 
1 


donde el símbolo $ significa la integral por la curva cerrada L. 


т 
Si el campo vectorial а = а (М) se prefija en la forma de coor- 


denadas 
a= P (z, y, 2) i + Q (z, y, 3) j + R (z, y, 2) k, 


entonces la circulación del campo vectorial será igual a 


C= P dz+Q dy+R dz. 
L 


Ejemplo 5. Calcular la circulación del campo vectorial а = 
E 


= —pi + гој а lo largo de la elipse L: +5 = 1, en dirección 


contraria a las agujas de un reloj. 
Solución. Según la definición de la circulación tenemos 
сеф, а= dz+2 dy. (3) 
L L 
Las ocuaciones paramótricas de la elipse dada tienen la forma 
PV a. 4 
y=bsent, = а $ 
De aquí dz = —a sen tdt, dy = b cos t dt. 5 


Sustituyendo (4) y (5) en (3), obtendremos 
2n 
C=ab | (b? sent t -- а? cost t) dt = + nab (аз 4-13), 
puesto que 


2л эл 
| зо | (1 - cos 21) dt = 
% ù 


га 
a _ 1-Е соз 4 
=4 ME 2 cos 244 LESA 
è 
E 1 3 
=+ | (5 2008244 -$ cos 4t) dt $ =. 
% 


1—01406 
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Analógicamente hallamos, que 
РА 


cost t dt = 4 д. 
Ejemplo 6. Calcular la circulación del campo vectorial 
а = yeti + rej + ту 


а lo largo de la linea Z la que obtenemos por la intersección del 
cono al -+ y! = (z — 1)* con los planos de coordenadas (fig. 31) 
еп la dirección indicada en la figura. 


FIG. 31 


Solución. La línea L está compuesta 
y CA situados еп los planos de coordonad 


monte y del arco АЯ de la circunforene: 
la circulación del campo dado será igual а 


chia, өе a+] (a, an+ | (а, dr). 
ы Ав 


1) En Я segmento ВС tenemos 
= 0, dz = 0; z = 1 — y, dz = —dy; 1>y>0. 


Por 57 tanto, 
e a Ji. 


2) En el segmento CA tenemos 
у= 0, dy = 0; z= 1 — z, d: = —dr; 042561. 


Por consiguiente, 
ү (a, maj zdy=0. 
da А 


los dos segmentos BC 
Ayo y 4 102 respectiva- 


Е Por eo 
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3) En el arco AB de la circunferencia 22 -+ r 
z= 0, dz = 0, y lo que significa 
[а an= | ewwdrtzan = | еза) 
ўв я яв 
= | а (ех) =| 
ж 


La circulación buscada del campo vectorial es igual а cero. 
Ejemplo 7. Calcular la circulación del campo vectorial 


а = ayi + уз] + ask, 


в(о, 1) 
А, 0 


si 
и 
CN zty, 
en la dirección correspondiente al recorrido de la proyección 1 en 


el plano хОу en sontido antihorario. 
Solución. Tenemos 


с-ф (a, dr)= { зу dz+ уз dy +22 dz. 
L L 


La línea /, es la eli que se obtiene como resultado de la sección 
del cilindro z? -+ у? == 1 con el plano z + y + 2 = 1. Hallamos 
las ecuaciones paramétricas de esta línea. La proyección de cual- 

juier punto de esta línea en el plano хОу se encuentra en la circun- 
Leonon Pa 4. De aquí obtenemos = t, y = sent. 
Pero la elipse se encuentra en el plano z + y + z = 1, de dondo 
=1—х—у о z= 1 — cos t — sen t. Por consiguiente las 
ecuaciones paramétricas de la línea L son: 


} U<t<2n. 
2=1—cost— sont, 


De aquí hallamos 
dz = —sen tdt, dy = cos tdt, dz 
lo que significa que la circulación será igual a 
2л 
f Г сов tsen? t--sen 2 (1 — cos t— sen t) cos t4- 


(sen £—cos t) dt, 


+ cos t (1— cos t— sen t) (sen £ cos 1)] dt = 
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= | (—3 sen? г соз #-- зеп 24— cos? £ sen # — сов? # -}- 


v 


л 
+ созт 4) dt = — f cosit dt = —л. 
ò 


Calcular la circulación C del vector a a lo largo de la 
línea £ en la dirección correspondiente al recorrido de la 
proyección L en el plano z0y en sentido antihorario. 

175. а = (zz + y) i + (yz — z) j — (2% + y?) k; 

ayi, 
de ( 2—3. 
176. а = Y i4 27 + х2; 
эру 
Іл { A 


В? 
Вт (2>0). 


4y? 


177. a = (2z + 2) i + (2y — z) j + zyzk; 
L es la línea de intersección del paraboloide de revolución 
а? = y? = 1 — z con los planos de coordenadas. 

178. Mostrar que si en el campo vectorial la circula- 
ción del vector a lo:largo del contorno cerrado cua Iquíera 
ез igual a cero, entonces en tal campo no pueden existir 
las líneas vectoriales cerradas. 


$ 15. ROTOR (ROTACIONAL) 
DEL CAMPO VECTORIAL 


Sea que tenemos el campo del vector 
a (M) = P (z, y, ЭЕ-О (z, y, 2) 4 R (z, y, з) k. 
Supongamos que las coordenadas P, О, R del vector a (М) son 
е 


continuas у las derivadas parciales continuas del primer 


orden por todos sus argumentos. 
Definición 1. Rotor del vector a (M) es el vector que se designa 


con el símbolo rot a (M) y se define por la igualdad 
ав _ IQY (ор OR y (д0 __ӘР\ 
ду ar Jit z dz Ja ðr ду у o 


rot a—( 
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о еп la forma simbólica más cómoda para la recordación 


i j k 
a д ә 

a y F| о 
P Q R 


Este determinante se desarrolla por lo común respecto de los 
elementos de la línea primera, con esto las operaciones de multipli- 
cación de los elementos de la segunda línea por los elementos do la 
tercera línea se entienden como Jas operaciones de la diferenciación, 
verbigracia 


Definición 2. Si en algún dominio G tenemos rot a = 0, en~ 
tonces el campo del vector а en el dominio G se llama trrotactonal, 
Ejemplo 1. Hallar el rotor del vector 
а= @t+ait iy tajt a) k 
Solución. Aplicando la fórmula (2), tenemos 
i k 


i i 
uE E, 7 
ie a эг 


= уфа а 
Desarrollando el determinante por los elementos de la primera línea 
y sobreentiendo con esto la operación de multiplicac: por ejemplo 
Eb рог 22 + z como la operación de la diferenciación particular, 
allamos 


rota = —i — (2z — 1) j. 
Ejemplo 2. Hallar el rotor del vector М de la intensidad del 


campo magnético en las condiciones del ejemplo 3 $ 10. 
Solución. El vector H de la intensidad del campo magnético 


2 
H= E п, r) 
° 
i 1 
2 Я 
== оо т | -p rit р =), 
= у з 
donde p° = 22 + yf. De aquí según (2) 
i i k 
A 295 
rotm=] оғ g] 
21y 21+ 
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аР E уа 2а 


ba (ри) la [аа 
atty yr 


| k—0 (аи 0). 


& 


+ 


De tal modo, rot H = 0 en todas partes menos ¡el eje Oz, еп 
los puntos del cual las últimas fórmulas pierden el sentido (el deno- 
minador se anula), es decir, el campo del vector H es irrotacional 
en todas partes fuera de los puntos del eje Oz. 


Hallar el rotor de los siguientes vectores: 

179. а = (z? + y°) i + + 23) j + (2 + 2?) k. 

180. a = 231 + + эк. 

181. a = $ (0 + 21. 

182. Mostrar que si las coordenadas del vector æ (M) 


tienen las derivadas parciales continuas del segundo orden, 
entonces 


div rota = 0, 
que el campo del vector rot a (M) es 
1. 


о sea que sign 
el campo solenoid 
183. Mostrar que 
а) rot (а + b) = rota + rot b, 
b) rot (àa) = А rot a 
(А es la constante numérica) 
184. Mostrar que si м = и (М) es la función escalar, 
а = а (М) es el vector, entonces 


rot (ua) = u rot a + [grad и, al. 


185. Mostrar que si a y b son los vectores constantes, 
r os el radio vector del punto M (т, y, с), entonces 


rot (r, а) b = la, bl. 
186. Mostrar que 
rot (ra) = ir, a), 
donde a es el vector constante, г = |r | = У F y? F 2%. 
187. Mostrar que rot (f (r) а) = 015, al, donde у (r) 


es la función arbitraria que diferenciamos de su argumen- 
to, a es el vector constante. 

188. Mostrar que el campo vectorial а = f (r)r es 
irrotacional, es decir, rota = 0 
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189. Mostrar quel 
div la, В] = (b, rota) — (a, rot b). 


190. Mostrar que el rotor del campo de las velocidades 
lineales v del cuerpo sólido que está en revolución es el 
vector constante dirigido paralelamente al eje de revolu- 
ción, el módulo del cual es igual a la velocidad angular 
doble de revolución: rot o = 20. 

191. Determinar la velocidad angular ө, con la cual 
el cuerpo sólido gira alrededor del eje fijo que pasa por 
alguno de sus puntos, si su velocidad lineal 


v = 2zi + у + ale, 


192. Mostrar que el campo del rotor del vector a (M) 
os libre de las fuentes y de sumideros. 

193. ¿Cuál debe ser la función / (т, 2), para que ol 
rotor del campo vectorial 


a = yzi + f (т, 2) j + zyk 


coincida con el vector k — i? 


$ 16. TEOREMA DE STOKES 
Dado que las coordenadas del vector 
а (М) = P (z, у, ЗЕ l р-на, ak 


son continuas y tienen las derivadas parciales continuas, 

Teorema. La circulación de un vector a а lo largo de un contorno 
cerrado L es igual al flujo del rotor de este vector a través de la super- 
ficie cualquiera Y tendida en este contorno L: 


$ (a. ar) = | | tota, n°) йа. (m 
т Ж 


Se supone que la orientación de la normal n° a la superficie Y 
coincide con la orientación del contorno L de tal modo que de un 
extremo de la normal el recorrido del contorno en la dirección 
elegida sea visto realizando el movimiento en sentido antihorario. 

Ejemplo 1. Calcular la circulación del vector a = yi + 22) — 
чу 1) directamente, 2) por 


— ak por el contorno L: { 


el teorema de Stokes. 
Solución. 1) El contorno L es la circunferencia del 
= 2, que se encuentra en el plano а = 3 (véase la fig. 32). Escoja- 
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mos la orienta: 


n en ella de tal modo como está indicado en la 


figura. Las ecuaciones paramétricas de la línea L son: 
r=2c08t 


} 0<:<2я, 


así pues, 
dz = —2 sen tdt, dy = 2 cos t di, de = 0. 


FIG. 32 


Vara la circulación del vector a tenemos 
2л 


[2 зеп t (— 2 sen #)-{4 соз? {2 cost —3-0] dt = — бл. 


2) Para calcular la circulación según el teorema de Stokos 
escojamos cierta superficie E, que está tendida sobre el contorno L. 
Es natural en la calidad de E tomar el кар cuyo límite es la 


Биеа L. De acuerde 1: jentación ele 
sario tomar la normal и? al círculo igual a 
гум 
ô ð д 
rota==| 57 Эр Эг =(27—1)k. 
у —› 


Por eso, según el teorema de Stokes tenemos 
c= f ( (rota, n°) da= f f (221) а= 
Е Se E 


о? 
= { de { (рове Эра 292. 
? 
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194. Mostrar que el flujo del rotor a través de la 
superficie no cerrada que está tendida sobre el contorno 
dado no depende de la forma do superficie. 

Hallar la circulación de los vectores directamente por 
los contornos señalados, en dirección correspondiente al 
recorrido, en sentido antihorario, de la proyección L en 
el plano 20у y рог el teorema de Stokes. 
24y=4, 

2—0. 
{ х®-+- у®%-+-2%—4, 
Pig, 2>0. 


195. a=zi-+ xj 4- yk; rf 


196. а =yi— zj + zk; 


197. a = 222: — yj + zk рог el contorno formado 
mediante Та intersección del plano, £Fy «+ 28 са © соп 
los planos de coordenadas. 


z= т®-- у?, 

s=1. 

24 y42=46, 

х=0, y=0, 2=0. 

Hallar la circulación de los siguientes campos vecto- 


riales a lo largo de los contornos, la orientación de los 
cuales coincide con las normales indicadas. 


эт, (тд 


198. али а + (2 i y) k; rf 


199. a = zi nf 


200. а— 2у?2ё | 127} | yk; 


-ák 


201. a— pi | 2]; Lf 


9 ; e) A k 
202. a= yi—zj-+zk; L: = ) 

203. Dado el campo vectorial de velocidades v de los 
puntos de un cuerpo sólido que gira con la velocidad angu- 
lar constante œ alrededor del eje Oz. Calcular la circu- 
lación de este campo por la circunferencia 


ха cos t, 
L: (y a sen t, 0< t<2a, 


20 


directamente у рог el teorema de Stokes. 
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Del teorema de Stokes obtenemos: la py 'ección del vector rot a 
a la dirección cualquiera п no depende de la elección del sistema 
de coordenadas y es igual a la densidad superficial de la circula- 
ción del vector @ por el contorno del plano que es perpendicular а 
esta dirección: 


$ (a, dr) 
Pra то а 1м = (rota, m9) асе lim E + 2 


Aquí (У) es la superficie plana perpendicular al vector n; 5 es ol 
área de esta superficie; L es el contorno de la superficie orientado 
do tal modo que el recorrido del contorno sea visto del extremo del 
vector п en sentido antihorario; la expresión (3) > М зіп са 
que la superficie (2) se tiende al punto M, en el cual so examina ol 
vector rot æ, con todo eso la dirección de la normal л a esta super- 
ficio so queda siempre la misma. 

Ejemplo 2. Calcular la densidad de la circulación del vector 

= yá por la circunferencia 


z=a cos t, 
„{ у—азеп і, о 2л, 
2—0, 
ор el centro de esta circunferencia М (0, О, 0) en la dirección posi- 
tiva del eje Oz. — 

Solución. Aquí (X) es el círculo del radio a con el centro en ul 


punto M, entonces маз. 
La densidad buscada de la 


rculación pay ев igual a 


1 1 
mumia дот с А 
È 


2a 


-lim шт (‹ añ) son? t dt = — 1 
è 
Do otra parto 
i i k 
ð ә д 
rota= T эу E k, 
уи о о 


y, lo que significa, 
(тоб а, mar = (—k, k) = —1, 
que, según (2), confirma la exactitud del resultado. 


204. Calcular la densidad de la circulación del vector 
a = zi + aj + yk por la circunferencia L: (y = a cos t, 
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z= asen t, z = 0; 0< t< 2л} en el centro de esta 
circunferencia C (0, O, 0) en la dirección positiva del 
eje Oz. 
205. Calcular la densidad de la circulación del vector 
2yi + 522] рог la elipse /: {т = а cost, y 
b sen t, z = 1; О < t < 2л} en el centro de la elipse 
С (0, O, 1) en la dirección positiva del eje Oz. 


$ 17. INDEPENDENCIA DE LA INTEGRAL 
LINEAL DE LA VIA DE INTEGRACION, 
LA FORMULA DE GRE 


Definición. El dominio G del espacio tridimensional es mono- 
conero (más precisamente es superficialmente топосопехо, si sabre 
todo contorno cerrado que está en este dominio se puede tender la 
superficie que se encuentra completamente toda en el dominio б. 
Por ejemplo, todo el espacio tridimensional, el interior do la esfera 
son los dominios monoconexos; el interior del toro, ol espacio tri- 
dimensional, del cual se excluye la recta, no son los dominios mo- 
лосопехоз. 

Teorema. Рага que la integral lineal 


му «у= { Pc, y, 3 dz+Q (a, v, Dd Re у, 2) de 


L A 
no dependa de la forma de la vía de integración L, es necesario y sufi- 
ciente рага que el campo vectorial 

а= Р(х, y, 23) è +Q (z, y, 3) j + R (z, y, 3) k 
sea irrotacional, es decir, 


rot a (M) = 0. 

Se supone aquí que las coordenadas P (r, у, z), О (r, y, 2), 
R (e, у, 2) del vector а tienen las derivadas parciales continuas 
del primer orden y el dominio de la definición del vector а (Му es 
simplemente conexo. 

En este caso la integral lineal f (a, dr) depende sólo de la 

1 

posición de los puntos inicial y final de la via de integración L. 

Si cumplimos las condiciones del teorema la circulación del 
vector a (M) por todo contorno cerrado C que se encuentra en el campo 


del vector a (M), es igual a cero: $ (a, dr) = 0. 


ё 
Ejemplo 1. Mostrar que en el campo del vector 
a = гуш + у] + Fark 
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la integral lineal { (а, dr) по depende de la forma de la vía de 
L 


integración L. 
Solución. Las coordenadas del vector а son las funciones con- 

tinuas en todas partes, así que el dominio de la determinación de G 
del vector a es Lodo el espacio, es decir, es el dominio monoconexo. 
En este dominio tenemos 

i j k 

ә а 2 

rota=| дг ду 0: |=0. 


20: д qe 
Por lo tanto, la integral lineal 


| (а, а) = ў zyz аз луз dy + + zty? da 
L L 


no depende de la forma de la vía de integración L. 


En particular, para el campo vectorial plano 
a (M) = P (z, v) i +Q (z, y) j (1) 
tenemos 
1 ј ж 
д 


тока (М) = |22 


Por eso, para el campo vectorial plano (1), determinado en el do- 
minio monoconexo б, la condición rot a (М) = 0 en la forma de 


те sono: 22.90 
coordenadas so escribo como sigue: <=" - 


De tal modo, para que en el campo plano determinado en el 
dominio monoconezo С, la integral lineal 


{ Ре, na+ot vd 
Е 


no dependa de la forma de la vía de integración es necesario y suficlente 
que se satisfaga la proporción 


АР, „90. 
dy 05° 


Observación. La exigencia que el dominio б, donde está deter- 
minado el vector а = а (M), sea monoconexo, es esencial. Si el 
domino С по es monoconexo, entonces para la condición rot а (М) = 
== 0 la integral lineal puede depender de Іа forma de la vía de in- 
tegración. 
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Ejemplo 2. Ехашіпешоз la integral lineal 


Solución, La expresión subintegral pierde el sentido өп el 
punto O (0, 0); por eso excluimos este punto. En la parte restante 
del plano (esto no será ya el dominio monoconexo) los coeficientes 
para dz y dy son continuos, tienen las derivadas parciales, continuas 
y se cumplo la identidad 


д = д и 
з= lata) = чи (aha): 
Ре otra q si calculamos esta integral а lo 1а: go de la circun- 
С 


ferencia L: 28 + y? = НЗ, introduciendo los рагітоігоз en la 
ecuación de esta circunferencia, obtendremos 


Жена з В? воп? в cost з 
$ и бз += Ы — son? t4 RI соз? ‚= dt=27, 
и E 


lo que şignifica ue la circulación inta do сего y por tanto la 
integral lineal depende de la vía Y integración. 
leterminar en los cuáles campos vectoriales la inte- 
gral no depende de la forma de la vía de integración: 
206. а = zi + 277 + ук. 


FORMULA DE GREEN 


оо 82 dado en ol dominio D con la frontera £ el campo vectorial 
plano 


a = P (z, y) i + Q (z, v) j, 
dondo las coordenadas P (z, y), Q (z, у) son continuas y tionon las 


derivadas parciales continuas 27 у 29. 
Entonces es cierta la fórmula de Green 


Pds40dy= 22 2P} л, (2) 
Y) Nazas 


Con esto la Goun L se recorre de tal modo que el dominio D se 
queda a la izquierda. 

El dominio D puede no ser monoconexo, así que su frontera 
puede componerse de varias partes integrantes (véase fig. 33). En 
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csto caso la integral 


J Pdzr+Q dy 


representa la suma do integrales por todos los componentes de la 
frontera del dominio D. 


Ly 


FIG. 33 


La fórmula de Green (2) representa el caso particular del teo- 
rema de Stokes (véase el § 16). 

La fórmula de Green en Sigana casos da la posibilidad de 
simplificar el cálculo de la circulación del campo vectorial. 

Ejemplo 3. Calcular la circulación del vector 

a= y iFa] зу а (е V IFF 

por la circunferencia 22 + p? = А?. 

Solución. La circulación del vector dado es igual a 


с-ф, паруе 


уу (14 УЕ | dy. 


Aquí 
р үру оглу (УУУ. 
Hallamos las derivadas parciales 
ӘР __ у 20 _ а 
г o 2 ИТ 
Aplicando la fórmula de Green, obtendremos 


(рутер) 88 


= | | saz av. 
5 


y 


dl 
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Pasando a las coordenadas polares 


х= рсовф, y= psen p, 
obtendremos 


c= s3 p? sen? фр dp dp = ІА { р" sen? ф dp dq. 


Puesto que 0 < ф < 2л, 0 <p < R, мөө 
aRt 


c= 1 sont p dq [ea 


Calcular la circulación de los siguientes vectores por 
los contornos dados aplicando la fórmula de Green: 
209. a = (y + z) i + (y — z) j; L: z +y =1, == 
=0, y = 0. 
210. a = (z — у?) i + 2zyj; L: y =z, у = 2. 
211. a=zln(1+y?) i+ три! di 1л 22у 92. 
212. а = уі — 22; Liz + у = = 0, y =0 
213. a — 4 И ЕЯ) 1-4 (18а. терг A 
ЗУ 22-43 
а у = 1 
214. Mediante la fórmula de Green calcular la dife- 
rencia entre las integrales 


1,5 | (гру) 4х — (х— y)? dy 


Amb 


l= | (e yda—(2—y) dy, 
лав 
donde AmB es el segmento de la línea recta que une los 
puntos А (0, 0) y B (1, 1), y AnB es el arco de la parábola 
=z 
215. Demostrar que la magnitud de la integral 


$ Cr+ y) dz-+22 dy, 
Ё 


donde L ев el contorno cerrado, da el área del dominio 
limitado por este contorno. 
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216. Aplicando la fórmula de Green, calcular la 
integral lineal | (a, dr) en el campo vectorial 
È 
а = (е* sen у — y) i + (e cos y — 1) j, 


donde la línea L es la semicircunferencia superior z? + 
+ у? = 2х, que pasa en dirección del punto А (2, 0) 
hasta el punto O (0, 0). 


CAPITULO 1V 


CAMPO POTENCIAL 


$ 18. INDICIOS DE 
LA POTENCIALIDAD DEL CAMPO 


Definición, Campo vectorial а (М) = P (z, у, 

Q (z, у, =) j + R (z, y, з) k dado өп el dominio espacial V so 

lama potencial, si existe tal función escalar ф (M) que en todos los 
puntos del dominio У so cumplo la igualdad 


а (М) = grad p (М). a) 


Función M) = (z, y, 2) que satisface la igualdad (1) en el 
И е ар. ему ИН eel 
vectorial а. 


Proporción (1) es equivalente a las tres igualdades escalares 


29 7% 2$ 2 
Р» = 00, Об.) 0, Rana Ge. 0) 
El potencial del campo se determina no univocamente, соп 
la precisión hasta el sumando constante. 
Observación. Para los campos de fuerzas el potencial suelo 
llamarse la función — q (M). 
Ejemplo 1. (El campo, electroestático de la carga puntual). 
Mostrar que el campo de la intensidad eléctrica Е creado por la 
carga puntual g que está colocada en el origen de coordenadas: 


Уус 


q 
вк, 
es el campo potencial. 
Solución. El problema se plantea del modo siguiente: mos- 
trar que existe la función Ф (z, y, 2) tal que se cumplen las propor- 
ciones (2). 
En nuestro caso tenemos 


Р, з= т, О, у, а) 


Puesto que 


3—01406 
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y por analogía 


o => 


entonces la función 


Фб, v, == 
ев el potencial del campo dado: 
grad (2) =E. 


En esto ejemplo ol origen de coordenadas, donde está concer- 
trada la carga 9 es el punto especial del campo Е. 


CRITERIO DE LA POTENCIALIDAD 
DEL CAMPO VECTORIAL 


Teorema 1. Para дие el campo vectorial a (M) prefijado en el 
dominio monoconezo V, sea de potencial es necesario y suficiente que 
en cada punto del dominio V se cumpla la condición 

rota = 0. (3) 


En otras palabras, para que el campo vectorial dado en el 
dominio monoconexo sea de potencial, es necesario y suficiente 
que el campo sea irrotacional. 

El potencial q (z, y, 2) del campo vectorial 

а= P (z, y, z) i + О (z, y, 2) ј R (z, y, 2) k 
so determina por la fórmula 
бх, у, 2) 
фб, у, 2)= |) Pdr+Qdy+Rde, (4) 
(хе, Vos Ze) 
donde (za, ро, 20) es cierto punto fijo del campo y (z, y, з) es. un 
punto corriente arbitrario. 
Ejemplo 2. Mostrar que el campo del vector 
a= tit уу èk 


as coordenadas P = 22, Q = y?, R = 12 del vector 
а son las funciones infinitamente diferenciables en todo el espacio, 
así que æ es el vector infinitamente diferenciable determinado en 
todo el espacio tridimensional. Tenemos 


© f k 
д д ә д д А 
== — ——|={— 22 — y2 
ыы дт ду д2 (5 z de y )i+ 
п и а 


Hee 
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En virtud del teorema 1 el campo del vector a es de potencial. Se 
ve fácilmente que la función 
Pp as 
o n б“ e, 
donde C, la constante arbitraria, es el potencial del campo dado, 
Verificar serán o no de potencial los siguientes campos 


vectoriales: 
217. a = zzi + 2yj + zyk. 
218. a = (2ту + 28) i + (уг + 29) j + (2х: + y?) k. 


249. а = (09 + yj + 20%). 


220. а = yz cos zy- i + zz cos zyj + sen ту-К. 
221. a = Ша + 2?) i + In + 2?) j + zzk. 


==. (к=) (+) 
zj), г®=х®-1-у%, r#0. 
donde 7 (r) 


223. H 


224. Demostrar que el campo a = f (r) 
es la función diferenciable, es de potencial. 

225. Mostrar que en el campo de potencial а = grad ф 
las líneas vectoriales son perpendiculares a la superficie 
del nivel de la función q. 


$ 19. CALCULO DE LA INTEGRAL LINEAL 
EN EL CAMPO POTENCIAL 
Teorema, La integral lineal en el campo de potencial a (M) es 
igual a la diferencia de valores del potencial «y (М) del campo en los 
puntos final y inicial de la vía de integración: 
Ma 


(а, dr)=q (M3) —p (My. (1) 


Ejemplo 1. Calcular la integral lineal en el campo del vector 
r= zi + yj + zk 
a lo largo del segmento de la recta limitado por los puntos 
М: (—1, 0, 3) y Ma (2, —1, О). 
Solución. Mostraremos que el campo del vector dado es de 
potencial. Claro está que 


i і к 
ада д 
=[2 = 2l=0. 
ca ir ‹ 
z y в 
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Se puedo convencer fácilmente de que el potencial de este 
campo 


ВАЕ 
e E, 
Empleando la fórmula (1), obtendremos 
м, 
| (a, 4гу= (2, —1, б—ф(—1, 0, 3=i Ey 


й, 
Señalemos que no es osencial con qué línea so unen los puntos M1 
y Ms; en cualquier caso para los М, y Ma fijos la integral 
м, м, 
м, в = таг учу 208 
м, . 
tieno el mismo valor. 


CALCULO DEL POTENCIAL DEL CAMPO 
EN LAS COORDENADAS CARTESIANAS 


Se puedo aplicar la fórmula 
ф(х, у, 2) 
Y 
= P (z, у, 2) а 06, у, гуйу-} R (z, y, 3)da (2) 

(хә, Vos 20) 


para hallar la función potencial ф (М) = Ф (т, y, 2) del campo de 
potencial profijado 


a (z, y, 3) = Р(х, y, 2) Q (z, у, 3) j + R (z, y, 2) k. 


Para esto fijamos el punto inicial Мо (то, Vo, zo) y unímosla con ol 
punto corriente M (z, v, 2) por medio de la quebrada M,A BM los 
razos de la cual son paralelos a los ejes de coordenadas, precisa 
mento, a Мод || Oz, AB | Оу, ВМ || Oz (véase la fig. 34). Entonces 
la fórmula (2) obtiene la forma 


я Y 
al y D= | Ple, wo да+ | Ql, у, зи + 


Š РЯ 
БЕСТЕ ө 


Ejemplo 2. Demostrar que el campo vectorial 


а= ш ++ Әј БЕТИ k 
es de potencial y hallar su potencial. 
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Solución, ter procedimiento. La condición necesaria y suficiente 
de la potencialidad del сатро a (M) es la igualdad a 0 de rota (М). 
En muestro caso 


i i 
a ð д 7 Р 
m a=| ог у чу DIA IRM O, 


ж-з 242 ху 


es decir, el campo es de potencial. El potencial de este сатро se 
halla con ayuda de la fórmula (3). Tomamos por el punto inicial 


МСх.у.2) 


Moo Yo: Zo) 


BCX, y,zo) 
Ayo Zo) 


FIG. 34 


fijo el origen de coordenadas O (0, 0, 0). Entonces obtendremos 
А у z 


Фб, и 0) | (0+0) dz-+ | ++} (Ends = зу-зу. 


Así pues 
Ф (z, y, 2) = zy тг + у: + С, 


donde C es la constante arbitraria. 

29 procedimiento. Según la definición el potencial Ф (z, y, 2) 
es tal función escalar, рага la cual grad ф = a. Esta igualdad vecto- 
rial es equivalente a las tres igualdades escalares: 


че» 6 
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Fm (6) 
Integrando (4) por z, obtendremos 


Фр, D= | ende +10, 2), о 
D 
donde / (y, z) es la función diferenciable arbitraria de y y de z. 
Diferenciando por y ambos miembros de (7) y teniendo en cuenta (5), 
obtendremos la proporción para hallar la función indefinida de hasta 
el momento f (y, 2). Tenemos 


др _ 2] 
y ти 
o 
de donde 
® 
Al integrar (8) por y obtendremos 
$ 
то. Э= [зан Р 


ð 


donde F (z) es la función hasta el momento indefinida de z. Susti- 
tuyendo (9) en (7), obtendremos 


Ф(х y, 2) = zy + 22 + zy + F (2). 


Diferenciando la última igualdad por z y teniendo en cuenta la 
proporción (6), obtenemos la ecuación para hallar F (2): 


musa E, 


aF 
De aquí f= 
Así 


„ pues F (2) = C = const. 


Ф (т, y, з) = zy + yz + zz + C. 


3° procedimiento. De acuerdo de la definición de la integral 
completa de la función Ф (z, y, 2) tenemos 


аф= aa iE dz. 
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Sustituyondo aquí on vez de las derivadas parciales СОЁ, ЕА 


2% sus expresiones де (4), (5), (6) tenemos 


ГЭ 

ар = (y + z) dz + (= + 2) dy + (z + y) dz 
o, dospuós de las transformaciones no complicadas, obtendremos 
dp = (y de + z dy) + (z dz + z da) + (y de + z dy) = 

= d (zy) + d (xz) + d (у) = d (ey + rz + ys). 
Pues 
аф = d (ту + yz + zr). 

De aquí se dosprende que 


Ф (z, y, з) = zy + yz + zr + С. 


En los problemas siguientes determinar la potenciali- 
dad de los campos vectoriales dados a (M) y hallar sus 
potenciales q (M): 


226. а = 2xyzi + х°:] + хук. 


227. a = (yz -+ 1) i + зај + zyk. 

228. а = (2ху + z) i (а — 2y) j + zk. 
РЕЛЕ 

229. а=; 


узі + x2j + zyk 
“ттк 


г.г. 


aquel caso, cuando el dominio Q es estelar con ol centro en 
el origen de coordenadas O (0, 0, 0)*) el potencial Ф (M) del campo 
vectorial а = а (М) en el punto М (z, y, z) se puedo hallar por la 


*› El dominio © se Пата estelar respecto а) punto O, por- 
toneciente а ©, si el segmento que une todo punto del domi- 
nio (2 con el punto О зе encuentra en dicho dominio. Por ejem- 
plo, en un plano los dominios estelares lo serán el mismo plano, 
ol paralelogramo, ol círculo; en el espacio tridimensional serán 
el mismo espacio, paralelepipado, la esfera. 
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р 
Ф(м)= фас, r(M)dt4C, C=const, (10) 
ò 


donder (M) = xi | yj + zk es ol radio vector del punto M (2, y, 2) 
y ol punto M’ (tz, ty, iz) para 0 < £ < 1 recorre el tramo OM de la 
recta que pasa por los puntos O y М7 
Ejemplo 3. Hallar el potencial del campo vectorial 
a= уй + тз] + туй. 


Solución, Se puedo vor fácilmente que rot a == 0, es decir, el 
campo vectorial dado es potencial. Este campo está determinado 
en todo el espacio tridimensional que es estelar con el centro on el 
origen de coordenadas O (0, 0, 0), por lo tanto para hallar su poten- 
cial apliquemos la fórmula (10). Puesto que еп el caso dado 


а (М) = а (tz, ty, tr) = Pyzi + тз] + zyk, 
entonces ol producto escalar de los vectores a(M') y r(M) os igual a 
(а (M°), г (М)) = P (туз + туг + туз) = SPzyz, 


El potoncial buscado 
4 1 


Ф(М) = | a, r (M)) dt= zyz зишсяаи+с, 
% v 


Pués 
Ф (M) = zyz + С. 
Aplicando la fórmula (10), hallar los potenciales de 


los siguientes campos vectoriales: 
234. a = ai + Bj + yk, donde a, В, y son constan- 


"235. a = (y + 2) i + (x + aj + (y+ a) К. 
236. a = yi + 27 + ëk. 
237. a = е* sen y- i + ecos у-] + k. 


tes. 


CAPITULO У 


OPERADOR DE HAMILTON. OPERACIONES 
DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN 
OPERADOR DE LAPLACE 


$ 20. OPERADOR DE HAMILTON «NABLA» 


Muchas operaciones del análisis vectorial pueden ser escritas 
on la forma abreviada y cómoda para los cálculos mediante el opo- 
rador simbólico de Hamilton ablas: 

a 
=. 


. (1) 


En esto oporador se unen las propiedades diferenciales y vectoriales 


ð . 3 
Vio Hi + 


Vamos а entender la multiplicación formal у; рог la función 


f(z, y, з) como la diferenciación particular ГА 


En los límites del álgebra vectorial las operaciones formales con 
el operador «nabla» vamos a ofectuarlas de tal manera como si 
fuera el operador el mismo vector. Utilizando oste formalismo 
obtenemos lo siguiente. 

1. Si и = и (z, y, z) es la función escalar diferenciable, enton- 
ces sogún la regla de multiplicación del vector por escalar tenemos 


2,,2 ð) ¿e ‚ди 
Vu=(i az tiay Е 2) «=: az Hi 


6-95 = grad и. 0) 


2. Si a = P (z, y, з)#- О (z, y, z) j + R (z, y, з) k donde 
P, Q, R son las funciones diforenciables, entonces de acuerdo con la 
fórmula conocida para el producto escalar tenemos 


ә 
Әх 


O a= (а а, РЕЈА НШ) = 


дз › 


ôP , 20, ән y 
2: ia ® 


en particular, (у, с) = 0 (e es un vector constante). 
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3. Si a = P (z, y, 3)i +Q (z7, у, 3) j+ R (z, y, 2) k, on 


tonces 
9 Ёё 
аа 3 

wal эу nta (4) 
P оон 


on particular, (Y, с) = 0 (с es un vector constante) 


Al continuar efectuando el formalismo de operacion 


como con el vector, obtenemos de la propiedad distributiva para 
el producto escalar у vectorial lo siguiento 

(Y, a + b) = (У, a) + (V, b), (5) 
es decir div (а + b) = div a + div b, 

IV, a + b) = (У, al (у, dl, (6) 


es decir rot (a + b) = rota + rot b. 

Las fórmulas (5) y (б) зе pueden interpretarse también como 
la domostración de las propiedades diferenciales del operador 
«nabla» (У, es el operador lineal diferencial). 

Utilizando el formalismo de las operaciones con el operador Y 
сото con el vector eonviene tener en cuenta que Y ло es el vector, 
6l no tiene ni el valor, ni dirección y de modo que, por ejemplo; el 
vootor ГУ, a] no será on gonoral perpendicular al vector а (sin om- 
bargo, para el campo plano а = P (х, ууй +0 (=, у) ј el vector 


será perpendicular al plano хОу, y lo que significa, al vector a). 
Igualmente respecto al vector simbólico Y el concepto de coli- 
nealidad pierde el sentido. Por ejemplo, la expresión 179, У, 
dondo p у p son unas funciones escalares formalmente recuerda el 
producto vectorial de dos vectores colineales que siempre es igual a 
cero. Pero en un caso general este fenómeno no existe. En realidad, 
el vector Уф = grad y está dirigido por la normal a la superficie 
del nivel const, y el vector Уф = grad ф determina la normal 
а la superficie del nivel» = const y estas normales en el caso gene- 
ral no obligatoriamente deben ser colineales (fig. 35). De otra par- 
to, en todo campo escalar diferenciable p tenemos (Yp, УФ] = 0. 
Estos ejemplos muestran que es menester emplear cuidadosamente 
el operador Y. 

Junto con la propiedad vectorial el operador de Hamilton 
«nabla» tiono la propiedad diferencial. Teniendo en cuenta la 
cualidad diferencial de Y nos convenimos en considerar que el ope- 
tador Y influye sobre todas las magnitudes escritas tras él. En 
este sentido podemos decir que (V, а) + (а, У). En realidad, 


(У, а) = diva, 
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al mismo tiempo 
(а, =P 40 -+R 
=P = ду Эз 


es el operador diferencial escalar. 


\ p=const 


FIG. 35 


Aplicando el operador Y al producto de magnitudes cuales- 
quiera hay que tener en cuenta la regla de diferenciación del pro- 
ducto 

ә du до 

Эт (00 2 Нид; 
De aquí se deduce que el operador «nabla» оз menester aplicar por 
turno a cada multiplicador dejando invariables los multiplicado- 
res restantes y luega usar la suma de las expresiones obtenidas. 
Con todo eso, vamos a tomar en consideración las reglas siguientes. 

1°. Si el operador Y actúa sobre cualquier producto, entonces 

primeramente se toma en cuenta su carácter diferencial y luego sus 
propiedades vectoriales, 

2°. Para subrayar el hecho de que «nabla» no influye on mag- 
nitud cualquiera que entra en composición de una fórmula compleja 
esta magnitud se designa con el Índico с (const), el cual en el resul- 
tado definitivo puede ser quitado, 

3°. Todas las magnitudes, en las cuales el operador «nabla» no 
ejerce la influencia, en el resultado definitivo se colocan delante de 
«nabla», es decir a la izquierda de él. 

Ejemplo 1. Mostrar que 

div (ua) = и div a + (a, grad и). 


ылы 9с Es es la funci vectorial. 
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Solución. En la forma simbólica 
div (ua) = (У, ua). 
Al principio teniendo en cuenta el carácter diferencial de Y, 
tenemos quo escribir 
(У, ua) = (У, uca) + (У, uae). 


Examinando la expresión (V, uea) podemos ol multiplicador cons- 
tanto ше sacar fuera del signo «nabla» y como el escalar sacar fuera 
del signo del producto escalar lo que da 


(У, иса) = (ису, а) = ис (У, а) = и (V, a) 
(en la última etapa hemos omitido el índice с). 


En la expresión (Y, пас) el operador Y actúa sólo en la función 
oscalar u; por lo tanto podemos escribir que 


(У, uae) = (Vu, ас) = (ас, Уи) = (a, Vu). 
Como resultado obtenemos la fórmula 
(у. ua) = u (Y, a) + (a, Vu) 


div (ua) = u diva + (a, grad u), 
Ejomplo 2. Mostrar que 
rot (ua) = и rota — [a, grad ul. 
Solución. En la forma simbólica 
rot (ua) = [У, ча). 
Toniendo en cuenta las propiedades diferenciales de Y, escribimos 


primoramente 
[У, ua) = [У, ига] + (У, нас). (7 
Luego en el primer sumando а la derecha sacamos el multiplicador 
escalar ue fuera del signo Y y del producto vectorial lo que da 
Гу, иса] = uc [У, а] = u |V, al. 
En el segundo sumando еп (7) roforimos u al operador У у cambia- 
mos el orden de multiplicadores para que el vector ac, өп el cual 
«nabla» no influyo, se encuentre delante de Y. Lo que da 
IV, чае] = (уи, ac] = —la, Vul. 
ре tal modo я а 
IV, uca) = u [v, а] — la, уи] 
о 
rot (ша) = и rot a — la, grad ul. 
Ejemplo 3. Aplicando el método simbólico hallar div [a, 5]. 
Solución. Tenemos 
div [а, b] = (V, la, bl) V, la, bel) + (У, Пас, МЫ). (8) 
Usando la propiedad de la permutación cíclica de multiplicadores 


en el producto mixto, transformamos las expresiones en el segundo 
miembro (8) de tal manera para que todas las magnitudes constantes 
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resulten delante del operador Y, mientras que las variables tras 
él. Es decir, obtenemos 


div (a, 01 = (У, al, бе] — (У, (б, acl) = 
= (У, а], be) — (У, bl, ас) = (b, IV, al) — 
— (a, IV, bh), 
о sea div la, b} = (b, rot a) — (а, rot b). 


Observación. Aplicando el método simbólico podemos evitar 
las transformaciones analíticas muy complicadas y obtenemos 
pronto el resultado definitivo. Pero, de otra parte, las “diferentes 
transformaciones formales con el operador enabla» es necesario 
efectuar con mucho cuidado, en el caso contrario son posibles, 
como hemos visto, unos errores muy graves. Por tanto, si no hay 
la seguridad complota en el resultado А conviene controlarlo 
mediante el método analítico. 

238. Mostrar que 

u »Vu—uVo 

ld 

b) У/ (и) = / (u) vu. А 

239. Demostrar que el vector [Yu, Vol] es solenoidal, 
si u y v son las funciones escalares diferenciables. 

Utilizando el operador de llamilton Y, demostrar [аз 
siguientes igualdades: 

240. a) grad (uv) = v grad u + и grad o; 

b) rotla, b) = (b, У)а — (а, V)b-} a div b— 
— b diva. 

241. rot la, r] — 2a, а es un vector constante. 

242. Demostrar que el vector a = и grad v es orto- 
gonal al rota. 


$ 21. OPERACIONES DIFERENCIALES 
DEL SEGUNDO ORDEN. 
OPERADO) DE LAPLACE 


Operaciones diferenciales del segundo orden se obtienen de 
resultas de la aplicación doble del operador Y a los campos 
Sea que tenemos el campo escalar и = u (M). Еп este 
operador Y engendra el campo vectorial Vu = grad u. 
En el campo vectorial Yu el operador V, aplicado reiterada- 
mente al Yu da el campo escalar 


(У. Vu) 
y е1 campo vectorial 


(У, Vul = rot grad u. 2 


mpo el 


div grad u (0 
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Si está prefijado el campo vectorial a — a (M), entonces el 
operador Y engendra en él el campo escalar (У, a) = div a. En el 
campo escalar div а el operador Y engendra el campo vectorial 


У (V, а) = grad diva. 6) 


En el campo vectorial a = a (М) el operador Y engendra también 
el campo vectorial (У, а] = rot a. Aplicando a este campo otra 
vez el operador Y obtenemos el campo escalar 


(У, IV, а]) = div rot a (4) 
y el campo vectorial 
IV, ГУ, а] = rot rot a. (5) 


Las fórmulas (1)—(5) determinan así llamadas operaciones 


diferenciales del segundo orden. 
Ejemplo 1. Sea la función и = u (z, y, 2) tiene las derivadas 
parciales continuas hasta el segundo orden inclusivo. Demostrar que 


rot grad и = 0. 
Solución. 1% procedimiento. Actuando formalmente obtenemos 


rot grad u = [Y, Vu] = [У, V) u = 0, 


фе que [У, У] = 0 como el producto vectorial de dos «vectores» 
iguales. 

2° procedimiento. Empleando las expresiones del gradiente y del 
rotor en las coordenadas cartesianas y tomando en consideración 
las condiciones dadas obtendremos 


i i 
а ә а 
rot grad и: | 07 oy Ни =.) 


ди дш ди 


дг ду д: 
a) (6) | 
Hal) 1 (=) ]*= (5 агау) + 


Не-а) + (у-ва) =>. 


puesto que las derivadas mixtas en este caso son iguales 


Pu _ дши du дш du дш 
dydz д:ду' ддт дтд:' Әх ду ðy Jr” 
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Análogamente se demuestra que para el campo vectorial 


a= P (z, y, 3) i +Q (z, y, 3) j + R (z, y, 3) k, 


las coordenadas P, Q, R del cual tienen las derivadas parciales 
continuas del segundo orden, obtenemos div rot a = 0. 

Prestemos especial atención a la operación diferencial del se- 
gundo ordon div grad и = (Y, Vu). Suponiendo que la función 
u (т, y, 2) tiene segundas derivadas parciales por т, y, у z, tenemos 


м (GE к лт л 
(ahta (5) (ж )= 
Ju hu 


Ha 


дт 
Е А i дш 
Entonces (V, Уш) = Аи, donde el símbolo Au = ¿7 


como el producto escalar del operador de Hamilton V sobre sí 
mismo, es decir, 


a, a аз 


дз? * 


A- (У. МЕ Уз == 


01% * Əy? 


Esto operador juega un papel importante en la física mate- 
mática, 


= B (A, С) — (А, В) С. Susi 
В en Y, Сеп a, obtendremos 


IV, (У, al] = V (У, а) — (У, V) a = V (V, а) — Ла, (6) 
es decir, 
rot (rot а) = grad div a — Aa, 


donde Ла = AP -i + AQ-j + AR+k. 


Las operaciones diferenciales del segundo orden para mejor 
claridad se puede represeutarlas en la tabla siguiente: 
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Campo escalar m Campo vectorial a 


grad rot 


grad 


div | divgradu=Au |- ТЕТ 
rot | гоі grad u=0 == зразы E 


Ejemplo 2. Las leyes de la teoría clásica del electromagnetismo 
so postulan on forma del sistema de ecuaciones de Maxwell. 
En el caso más simple del medio no conductor, homogéneo е 


isotrópico siendo ausentes las cargas y corrientes este sistema tiene 
la forma do 


e дЕ 
r л. Ш 

в ди 
IV в, 6) 
W, ву—о, (9) 
(Y, m) = 0. ao 


Aquí E y H son los vectores de la intensidad de los campos eléctri- 
со y magnético; e y u son los coeficientes de la permeabilidad eléc- 
trica y magnética [en nuestras suposiciones a, p == CONSI); с 68 
la velocidad de la luz on el vacío. 


Por lo que las derivadas espacial y temporal conmutan, o sea, 


ð ôH 
av m-[v e), 
entonces diferenciando (7) por £ obtendremos 


e дЕ дн 
= шт =[v. a): 
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Т7 = 0 
Sustituyendo 22 do (8) hallamos E 


ep E Ы 
+ 1У, (У. Вр. (1) 
En vigor de la fórmula (6) [Y, (Y, EJ] = Y (V, E) — VE. Puesto 
que (Y, Е) = 0, entonces de (11) tenemos 
зь PE 
с* 213 
Pues, рага el campo vectorial E obtenemos la ecuación 
PE ез 
08 ep 
Esta es una de las ecuaciones principales de la física matemática 
que se ата la ecuación de да onda. 
Es muy fácil corciorarse (¡verifique esto!) de que el campo vecto- 
rial И satisface preci; ente a la misma ecuación de la onda 


1% IV, Бро 


= АЕ. 


йз = ец 
De tal modo, cada una de las coordenadas Ex, Ey, 
Шу, И; de los vectores E y H satisface, 
ecuación 


E, Y Hg 
nuestras condiciones, Ja 


Aquí а = 2 0s lu velocidad de propagación del proceso. En el 
а 

vacio рага е = p= 4 tomamos ан с, es осів, геп al vacio Јов 

procesos electromagnóticos se propagan con la velocidad de la luz. 


243. Mostrar que toda solución de la ecuación 
Iv, Iy, АЛ — АА = 0 que satisface la condición de 
solenoidad, satisface la ecuación vectorial de Helmholtz 
WA + kA 0. 

Definición. El campo escalar u = и (z, y, 2) que satisface 
la condición Au = 0 se Пата campo de Laplace o campo armó- 
nico. 

Ejemplo ejemplo importante del campo armónico es el 
campo escalar и = k/r, k = const, Узи а. Es 
ción representa por sí misma el potencial del campo de gravitación 
que crea la masa puntual colocada en el origen de coordenadas. No 
es muy difícil de comprobar que la función u = k/r es armónica 
en todas las partes monos en el origen de coordenadas, donde ella 
no está definida. En realidad 


9—01406 
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UNDO ORDEN САР. V 


1 del vector a 


егар! 4. Demostrar que en ol campo de poto: 
ón de Poisson 


ición potencial и (r, y, т) satisface la оспа; 

Mu, дш, д 

701% 70у (7029 

daude q (o, y, z) es la divergencia del vector а. 
Solución. Según la condición 


Au = =p (z, 0, 2), (12) 


diva = p. 


Puesto quo el campo del vector а es de potencial, entonces a = 
= grad u, donde u es el potencial del campo. Sustituyendo en (13) 
a = grad и obtenemos div grad u = ро, ya que div grad u = Au, 
entonces Ли = p. 

Para ol caso particular, en los puntos del campo en los que la 
divergencia es igual a coro, la ecuación (12) so transforma en la 
ecuación de Laplace Au = Ò. La ecuación de Laplace—Poisson da 
la posibilidad de hallar la función potencial и mediante la inte- 
gración de la ecuación diferencial en las derivadas parciales. En 
ciortos casos esto resulta sor más cómodo. 

Muchas voces en electroostática prefieren en vez de la función u 
tomar la función inversa por el signo v= . Entonces а 
= —grad v. Do acuerdo con lo que en la teoría dol campo electro- 
estático la ecuación de Poisson tiene la forma 


дъь, ôw , дъ Апр. 
Sat диз Г 08 — в - (14) 


Examinemos un ejemplo elemental para la aplicación de la 
ecuación de Poisson. 

Ejemplo 5, Sea dos láminas paralelas infinitas, encargadas 
con las cargas distintas, AA, y ВВ, tienen los potenciales v, у va, 
pero para la mayor precisión у > "a. Hallar el campo E entre las 
láminas (fig. 36). 

Solución. Dirigimos el eje Ox perpendicularmente a estas 
láminas en dirección del decrecimiento del potencial, y el plano 
yOz lo hacemos coincidir con la ina AÁ, que 
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positiva. Vamos a buscar la función poteucial de la ecua 
Poisson. En virtud de la simetría del problema respecto al ejo Oz 
y de la infinidad do láminas so puede concluir que como las super- 
licies equipotenciales serán los planos paralelos а las láminas, y la 


++ 


FIG. 36 


función v уа a depender sólo de una variable z, La ecuación (14) 
obtiene la forma 


ч” (15) 


uosto que las cargas volumétricas faltan on todo el espacio entre 
jas láminas. Integrando (15), hallamos 


v=Cx+C, (16) 


(Cı, Ca son las constantes arbitrarias). 

Vamos a exigir que para z = 0 la función v obtenga el valor 
v, y para z = d, donde d es la distancia entro las láminas, ella 
obtenga el valor v,. Lo que da Са = 0, vẹ = Сүй + Са, de donde 
с, = ы, = 7. Sustituyendo estos valores de Сү, C, en 


(16), obtendremos 


оа 0 nv, 
A ыы а 


=. 


а 


El vector E se detern 


па según la fórmula E 


—grad v, lo que da 
к= 


entonces el campo será homogéneo y será dirigido рог el ejo Oz. 
La magnitud E en todo punto es igual a | E] =“ 


es igual а la caída del poten 
nima entro las láminas. 


al por la 


idad de la distancia mí- 
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244. Sea que Ja función escalar (р (М) satisface Ја 
ecuación de Laplace. Mostrar que el vector Vip es solenoi- 
dal y irrotacional. 

245. Mostrar que А (uv) = u Av +- v Au -+ 2 (Vu, Vo). 

246. Demostrar que si r es radio vector, entonces 


2 еп е1 espacio, 


Lon el plano. 


Ar= 


247. Verificar: ¿son armónicos o no los siguientes 
campos claras 


2 TE 22у — им, 
y + ре Pz, 
и = д? 
248. Mostrar que el campo escalar 
и- +, donde r= VF y (70), 


es armónico. 

249. Hallar todos los campos armónicos que dependen 
solo de z. 

250. Hallar el aspecto general del polinomio homogé- 
neo armónico de la segunda potencia de z e y. 

251. Hallar todas las soluciones de la ecuación de 
Poisson Au = 2"-° que dependen sólo de z. 


Ejemplo 6, Fórmulas de Green; Sean p, y dos funciones oscala- 
del punto. Vamos a componer el vector a — q grad y. Entonces 


а= div (9 grad y) = Ф div grad y + (gra grad y) = 
‚Аф + (grad Ф, grad y). 
Ahora empleando la fórmula de Gauss—Ostrogradski, tenemos: 


е. mao || \ diva do. 


2 
Notamos que en nuestro caso 


(а, n%)=(pgrad p, по) = ф (grad Y, n°) = Ф. + 


Como resultado obtenemos la primera fórmula de Green 


f }! 1ФАФ- (grad p, grad эру) do — EN o 2 do (17) 
y 
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la cual para ф = y so convierte en la fórmula 


У f f oaot tarado уче о 29-0. аву 
М z 


Si en la fórmula (17) poner p жа 1, entonces obtenemos 
ap 
{ { { Apdo. $ do. 
н > 


En la fórmula (17) cambiamos de sitios Фф уф y restamos la fór- 
mula obtenida 


f [полезна v, grad q) do р 20. do 
4 = 


de la fórmula (17). Obtendremos entonces la segunda fórmula de 
Green 


22) ао. 


я 
| f f aw- oao wom СЕЕ 
1 У 

Se supone aquí que todas las funciones, con las cuales operamos, lo 

mismo que sus derivadas que se encuentran ен las fórmulas, зав 


continuas en el dominio que examinamos. 
Ejemplo 7. Hallar la integral superficial 


% edo, 
z 


la рог la esfera E: 22 + у? + 22 = 1 para p= + y 
12, 
Solución. En virtud de la primera fórmula de Green Ја into- 

gral incógnito es igual a 


та 


= | { { Ге Ay+(grad p, grad y)] do, 
v 


donde el domi de integración V es la esfera: 22 + y? + 22 < 1 
Tenemos Ap = 4, grad p = 2zi + 2yi, grad y = 2yi + 2zk: 
(атай Ф, grad p) = 44%, por la tanto 


1» f ( | (4124-402-499) dv -= 4 ( { | (224-213) do. 
КЕЕ 
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Pasando a las coordenadas esféricas z = г cos y sen 0, y = 
= r sen q son 0, z = r cos Ө, obtendremos 


1-4| 0] (+2 cos? q епа 0-- 212 sen? Фф sent 0) га зеп 0 dr 404ф= 
РА я 1 
= 4 | (cost 9-1 28009 9) dp È sons0 | raar 


ù % Ш 


ES я 
5 | (tonto) ар | (1— cost 0) sen 0 40 
o v 


Ejemplo 8. Hallar la integral superficial 


$ 2. э 92) aa, 


tomado por Іа superficie 3: 4# + y? = A3, z = буа = И, H >O, 
ERETTE а а к= а» 

Solución. La integral buscada según la segunda fórmula de 
Green os igual a 


| g (P Ap pAg) do. 


Para las funciones dadas p y ф tenemos Ap = 4, Ap = 4 y por 


consiguiente, 
1=-4S | f zav. 


Pasando a las coordonadas cilíndricas z = p соз р, y = p son q» 
2 = 2, obtenemos 


mos 
I=—4 f | | zp dpdgaz= —4 | ag | pdp |: 2d:— —2пнзНа, 
=" d ò d 


Ejemplo 9. Hallar la integral superficial 


he 22 do 
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por la superficie cerrada E, limitada por los planos: 
z+y+tz=1, 2=0,y=0,:2=0, si p=esmy+1. 

Solución. La función dada es armó: puesto que Ap = 
ТЫ зеп y — e son y = 0. Por eso según la fórmula (18), obten- 
romos 


1 | | f toas ro 


Hallamos el módulo de gradiente de la función q: 


grad q 
La integral buscada os q a 


сх зеп у-Ё ecos у-] | grad ф| = ех, 


= { | Пао | eax dz Tani y "а те 5). 
ù о \ 


Calcular la integral superficial 
1 Vos ая 


е cerrada z (ti 21, у =0, 


r hy? de 
1 / y (vx 


Calcular la superl 

x TE p fÈ) do, tomada por toda la superficie del 
cilibdso вана Ж: (29 y 20, те l E 
= 222, p=x24 22 


254. Caleular la integral superficial 7 (р y HL do, 


por la superfi 
y>0) si q 


2 


intog 


ЕЕ 


4 2 -- R? 


, mientras que Y es la esfe 


255. Hallar la integral superficial 7 y 29 40, si 


Е 
ех зепу pelsenz jz, y E es el elipsoide de tres 
A да 
Lata 


Ф 


A 2 
ejes 
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$ 22. POTENCIAL VECTORIAL 


Dado el campo vectorial 
a = а (M) = P (z, y, 3) i +Q (z, y, j +R (r, y, z) k 
es solenoidal en el dominio G, es decir, div а (M) = Оеп б. 


Definición. El vector b (M) = Р, (х, y, 2) i + Q, (z, y, 2) j + 
+ R, (т, и, 2) k que en el dominio G satisface la condición 


rot b (M) = a (M) m 
о en la forma de coordenadas 


ән, _ 00, р ӘР, 901 
dy дз `` в 


ðR, _ ОР: 
ar =R, (2) 


se llama el potenctal vectorial del campo vectorial a = a (М). 

Para el campo solenoidal vectorial а (М) el potencial vecto- 
rial b(M) se determina no univocamente: elYvector В (М) = 
= В (М) + grad / (М), donde f (М) ез la función escalar diferen- 
ciable arbitraria también satisface la condición (1), puesto que 
rot (grad / (3) == 0. 

Do tal modo, dos potenciales vectoriales del campo solenoidal 
a (M) so distinguen uno del otro por un gradiento del campo escalar, 
El hallazgo del potencial vectorial b(M) del campo solenoidal 
а (М) so reduco a la detorminación de cierta solución particular dol 
sistema (2) de las tres ecuaciones diferenciales en las derivadas par- 
ciales respecto п las tres funciones incógnitas Ру (z, y, з), О (2,9, 
з), R, (z, y, з). 

ÈI potencial vectorial b (M) se puede construirla medianto el 
método siguiente. Usando la elección arbitraria del vector 6 (M), 
para simplificar la solución ponemos, por ejemplo, P, (т, y, 2) == 0, 
Es decir, vamos a buscar el vector 8 (Af) еп la forma do b (M) = 
s= Q de у, 2) j + Ri (=. р 2) К. En este caso el sistema de ecuacio- 
nes diferenciales (2) para hallar las funciones incógnitas 0, (т, y, 2) 
УЛ, (e, и, 2) obtiene la forma 


1 
| 
Н ө» 
| 
! 


Do la segunda y la tercera ecuaciones de este sistema hallamos 


ГАТ) — {ое в, Загс, (и, 2), 


о. »=f R (z, и, =) d+ C (и, 2), 
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donde С, (у, 2) y С, (у, т) son todas funciones diferenciables de y y z. 
Para simplificar tomemos Cy (y, z) = 0 y escojamos la función 
C, (v, z) de tal modo, que satisfaga también la primera ecuación 
del sistema (3). Para esto sustituimos en la primera ecuación las 
expresiones halladas рага О; y Ry: 


ЕЕЕ ое, Ye di | R (т, у, 23d2=P (z, y, з). 


De aquí hallamos 


ЕЯ д LA 

а (0б, 2) È Rie, A у, ®). 
Es muy fácil comprobar que el segundo miembro do esta ecua- 

ción no depende de т debido а que diva (М) = 0 en G. 
Integrando la última igualdad por у, hallamos 


бои | Е f Ot: y, = 


ay 


+- {| тш өен} оао w 


Suponiendo en (4) Сз (z) = 0 y sustituyendo (4) on la expresión 
para Ry (z, y, 2), obtendremos la solución particular del sistema (3) 


P,=0, 6) 


о, ( В (=, y, z) dz, (6) 


= { Z foen dar {ле и, 244 


Р(х, и, 5] — | Q, u, dr. T) 


El vector b (M), cuyas coordenadas P, (z, y, 2), O, (т, y, 2) 
y Ri (z, y, 2) se determinan por fórmulas (5), (6), (7) es la potencial 
vectorial, puesto qne dicho vector satisface la condición rot b = а. 

Ejemplo 1. ¡fallar el potencial vectorial В = Б (z, y, =) para 
el campo solenoidal prefijado por el vector 

a = 2yi — zj + к. 
Solución. Buscamos el potencial b en la forma: 
b= b (z, и, г) = Q (z, у, Dj + Ri (z, у, 3) k, 

donde Q, (т, y. 2) y R, (2, y, 2) hallamos mediante las fórmulas (7) 
y (8). Puesto que en е! caso dado Р = 2y, О = —2, R = 2r, enton- 
cos obtendremos 


O, (т. и. = (=: аг 1, 


R, (=, и, 2) {зае f 2y dy ==, 
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Pues, 
b (z, y, 2) = zj + (zz y?) k. 


Mediante la verificación directa se puede cerciorarse de que rot b = 
= а lo que significa que este vector es el potencial vectorial dol 
campo dado. 
гуа‹ Debido a la elección arbitraria del vector b en 

vez ава condición Р, (z, y, 2) == 0 so puede exigir que Q, (z, y, 2) - 
= 0 ó` R, (z, у, 2) = 0. El sistema de ecuaciones (2) y las fór- 
mulas (5), (6), (7) se cambiarán respectivamente. 

allar los potenciales vectoriales de los campos sole- 
noidales: 


ФАК. 
2yi + 2а]. 
= (ех — e”) К. 
= бу?ї + баў + бжк. 
Зуі — 3227 — (y? | 21) К. 


yeti + 2y2j — (тузехе -|- 2%) К. 


Si el campo vectorial а = a (М) es solenoidal en el dom: 
G, que es estelar (véase el $ 19, el capítulo ТУ) con el centro ©! 
origen de coordenadas O (0, 0, 0) (el campo a (M) puedo no estar 
determinado en el punto О), entonces una de los potenciales vecto- 
riales b = b(M) se puede hallarla mediante la fórmula 


1 
b(M) fem, r(M) tdt, (8) 
? 


2), donde г (М) = xi - yj + zk es el radio vector па pise М (=, 
у, y ol punto М” (tz, ty, tz) al variar el parámetro £ desde 0 hasta 1, 
recorro el tramo ОМ. 


Ejemplo 2. Aplicando la fórmula (8) hallar la potencial vecto- 
rial del campo solenoidal а = 2yi — ү, 

Solución. El campo vectorial dado está definido en todo el 
espacio tridimensional que es el dominio estelar con el centro en el 
origen do coordenadas, por tanto para hallar el potencial vectorial 


se puede utilizar la fórmula (8). En el punto М’ (tz, ty, tz) to- 
nemos 


a(M') = 2tyi — еј + 2tzk. 
Hallamos el producto vectorial 
i j k 
la (M°), rm) | у — т 
E уз 


=|- (2ху- 21) i+ (272-242) j+ (Qy?4 22) |+. 
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Mediante la fórmula (8) hallamos 
1 


b(M) = f орау j+ (yate) k] tè dt = 


F Crt in IA иад). 


Es muy fácil demostrar que rot b(M) = a (M). 

Observación. En los ejemplos 1 y 2 para el mismo campo so- 
lenoidal а = 2yi — zj + 2xk recibimos distintos potenciales 
vectoriales: 


bı (M)= 22745 (224 y) k, 
ba (M= — Rayt 2 ay ча. 
Estas зе distinguen uno del otro por el sumando que es igual 
al gradiente de cierto campo escalar Pan. Dicho sumando juega 
apel de la constante arbitraria (cuando sobre ella actúa el rotor). 


1 sumando está representado como el gradiente de cierta función 
escalar / (М). Hallamos esta función para nuestro caso. Tenemos 


grad / (М) =, (1) =D, (M) = $ (250-28) i+ 


+ attua jti (ea з) le 


Para hallar ol campo escalar / (М) apliquemos la fórmula (3) 
dol $ 19, en la cual como el punto (Za; Yo» 2) tomemos el origan de 
coordenadas O (0, 0, 0). Entonces obtendremos 


р Я 
уму {оа | Feat] -y Cet а+С= 
8 


1 


(Ay + y? 4 rtr) + С, 


donde С es la constante arbitraria. 
Ejemplo 3. Hallar ol potencial vectorial b del campo magnéti- 
со Н engendrado por la carga eléctrica e que se mueve con la velo- 
cidad constante р. 
Solución. Según la ley de Bio—Savart la intensidad del campo 
magnético es igual a 


п (м) т, (9) 


donde r es la distancia del punto M hasta la carga e. 
Puesto que М es el vector solenoidal, es decir, div M = 0, 
entonces para él existe la potencial vectorial b tal que М = rot Б 
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o teniendo en cuenta la fórmula (9), 


rot b= 


feo, r] e lor] 
g Ал r 


Reescribiremos la última fórmula en la forma siguiente 
menat ре Не] 
а (Г e нь 8) 
ЕЕЕ 


Aplicando esta igualdad que es muy fácil verificar 


а Els ES 1, 


obtendremos 


1 ew 
rot b= -zp rot 67 
de donde 
1 co 
a 065 


Aplicando la fórmula (8) hallar los potenciales de los 
campos solenoidales definidos en los dominios estelares: 
262. a = i. 
263. a 


6zi — 15yj + Oak. 
beyi — 4024200. 
265. a = 2 cos zz-j. 


266. a E, 24 у? > 0. 


CAPITULO VI 


COODINADAS CURVILINEAS: OPERACIONES 
PRINCIPALES DEL ANALISIS VECTORIAL 
EN LAS COORDENADAS CURVILINEAS 


$ 23. COORDENADAS CURVILINEAS 


En muchos problemas es más cómodo d la posición del 
punto M del espacio по con las tres coordenadas cartesianas (=, y, 
sino con los tres otros números (д, 9а, 43) que más satisface: 
problema particular a estudiar. 

Dado que a cada punto M le correspoñde la terna definida de 
los números (@s, ga, Вз), е inversamente a cada tal terna de los 
números le corresponde el único punto M. En este caso las magni- 
tudes q1, фе, qs las llaman coordenadas curvilíneas del punto М. 

Superfictes de coordenadas en el sistema de las coordenadas 
curvilíneas qy, da, фу se Патап las superficies 


5), 


el 


a = Cp (1) 
9 = Ca, (2) 
яз = С» (3) 


en las cuales una de las coordenadas conserva un valor constante. 

Las líneas de li tersección de dos superficies de coordenadas 
ве llaman las líneas de coordenadas. 

А lo largo de la línea de intersección de las superficies de coor- 
denadas (2) y (3) las coordenadas дз y ga conservan los valores cons- 
tantes; se cambia sólo la coordenada 41. Por analogía on las líneas 
do intersección de las superficies (1) y (3) б (1) y (2) se cambian 
respectivamente solamente 4; 

ad e,, е, 
‚(ы 


“Trazamos los vectores de u 
ntes a las líneas de coordenadas (4 
irección del incremento de las variables y, 
(fig. 37). Conviene tomar los versores =), ез, 
para que su conjunto forme la terna derech: 
Señalemos la diferencia radical entre las coordenadas curvilí- 
neas y las cartesianas. En el sistema de coordenadas cartesianas los 
vectores е, ез, es son constantes para todos los puntos del espacio 
y son iguales а di A respectivamente. En cualquier otro sistema 
ellos cambian sus direcciones pasando de un punto M al otro. 
Las coordenadas cilíndricas y esféricas sirven de ejemplo de 
las coordenadas curvilíneas. Estudiemos las coordenadas cilíndri- 
cas y esféricas. 


ез dirigidos por tan- 
(qa) en el punto Af on 

9з respectivamente 
¡empre еп tal orden 
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ön las cuordenadas cilíndricas la 


Cuordenadas cilindricas. 
‚а соп las Lres coorde- 


posición del punto Af del espacio se deter 


nadas; 
пер 0<р< + о, 
а= Ф, Оф < 2л, (4) 
=: —o<z<+o. 

Las superficies de coordenadas son: 


e СР) 


FIG. 37 


p = const son los cilindrios circulares con el eje Оз; 

Фф = сопзі son semiplanos contiguos al eje Oz: 

2 = const son los planos perpendiculares al eje Oz. 
Las líneas de cuordenadas son: las líneas (р), rayos а 
res al ojo Oz y que tienen el origen en este eje; las líneas (q) son 
Jas circunferencias con el centro'en el eje Oz que se encuentran en 
los planos po 'ndiculares a este eje; las líneas (z) son las rectas 
paralelas al eje Oz (fig. 38). 

La conexión de las coordenadas cartasi: 
so determina por las fórmulas 


z= p cos q, 
у = р зеп p, (5) 


аз con las cilíndricas 


2°. Coordenadas esféricas. En las coordenadas esféricas la posi- 
ción del punto M del espacio se determina por las coordenadas si- 
guientes: 
тет, (Ó<r<+o, 
q=0 0<0<x, (6) 
=, 0< Фф < 2л. 
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Las superficies de coordenadas son (fig. 39): 
r = const son las esferas con el contro en el punto О; 


Línea (7) 
Línea (p) -Н "и 


FIG. 38 E 


Э P=comst 
= ттеп) 
A FIG 


const son los semiconos con el eje Oz; 
<p = const son los semiplanos contiguas al eje Oz. 
Las líneas de coordenadas son las: 
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(r), los rayos que salen del punto O; 
(0), los meridianos en la estera; 

líneas (p), las paralelas en la esfera. 

La conexión de las coordenadas cartesianas con las esféricas 
se determina mediante las fórmulas: 


= = r cos ф sen 0, 
у = r sen ф sen 0, m 
2 = r cos 0. 


sistema de las coordenadas curvilineas se llama ortogonal, 
si on cada punto M los versores ез, ез, ез son ortogonales a pares, 
Las líneas de coordenadas y las superficios de coordenadas en ta) 
sistema serán ortogonales también. Los sistemas de coordenadas 
ndricas y vsféricas sirven de ejemplo de los sistemas de coordena- 
das ortogonales curvilíneas. Más adelante vamos a examinar sólo 
los sistemas ortogonales de coordenadas. 

Dado г = г (41, 9з. ga) que es el radio vector del punto М. 


Entonces 
dr = H, бре + Hg аде + Из 496. (8) 
y dy SY д: РЕР 
O A E EEES 
э) * (7) a 
é del sistema dado de las coordenadas cur- 


Aquí 


1. и [= 


son los coeficientes Lai 
vilíncas. ЕР 
En las coordenadas cilíndricas 


9 = Р. 4. = Ф. da 
en virtud de (5) tenemos 


у= = VEU 


до 


) 
AN 
En las coordenadas esféricas 


=P h= 4=P 
en virtud (7) tenemos 
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Los valores 
ац = Нац, &=1, 2, 3, 
ue figuran en la fórmula (8), son las diferenciales de longitudes 
de Joe arcos. de lay оваа Чо coordenadas. Eata idea рее ба 
muchos casos calcular más fácilmente los coeficientes Lamé. Pues 
en el caso de las coordenadas cilíndricas (4) (véase la fig. 38) las 
diferenciales de longitudes de los arcos de las líneas de coordena- 
das (p), (Фф), (2) serán 
d (р) = 1-dp, de donde H, 
d (Фф) = р-аф, de donde H, 
а (2) = 1-dz, de donde Н, = 1. 
Igualmente muy fácilmente se puede obtener las expresiones 
para los coeficientes Lumó en el caso de las coordenadas esféri- 
cas (6). 


1; 


$ 24. OPERACIONES PRINCIPALES 
DEL ANALISIS VECTORIAL 
EN LAS COORDENADAS CURVILINEAS 
1°. Ecuaciones diferenciales de las líneas vectoriales, Sea que 
tonemos el campo del vector 
a= a, (dí da 93) е Ga (41, Gas ә) eat аз (41, а, Ча) ез 
Las ecuaciones de las líneas vectoriales en las со 
curvilíneas gı, фа, ga tienen la fórmula de 
Hid  _  Hyday _ РАСТА 
аз (91, 925 Ҹа) аз (91. Gar 9) аа (41, Ias G3) * 
Particularmente, en las coordenadas cilíndricas (д = P, фу = P, 
de = 3): 


Чопа аз, 


dp pdp _ dz . o 
а (р, Ф, 2) аз (р, Ф, 2) Galp $, 2) ' 
en los coordenadas esféricas (9, = т, ge = 0, gs = Ф): 
dr габ  __rsen0de 
a, бф AAA 4.0.0. $ * 
Ejemplo 1. El campo vectorial es dado en las coordenadas 
cilíndiricas: 


а (М) = ep + фе. 

Hallar las Jíueas vectoriales de esto campo. 
Solución. Según la condición del problema а, = 1, аз 

аз = 0. En virtud de la fórmula (1) tenemos 


dp. pde: de 


1 Ф о * 
10—01406 
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28:61: } 

19 С 
estos son los espirales de Arquímedes que se encuentran en los pla- 
lelos al plano хОу. 


2, Gradiente en las coordenadas ortugonales 
campo escalar 


De aquí 


Sea que tenemos el 


и = и (Qu Ча, 4; 


Entonces 
1_ ди 1 љ.ч дь 
И; әр И “де, “ҮН, оф; ©” 


particular, para las coordenadas cilíndricas (q, 
Pr da 


grad u= 


gmd um 24. ep pp е (2) 


ordenadas esféricas (д = r, да = Ө, 9, 


ди 
reno оф 6" 


а 10 П 
grad u= + ++ EN (з) 


Ejemplo 2. Calcular el gradiente del campo escalar dado өп 
las coordenadas cilíndricas (P, ф, 2): u = р + з соз q. 
Solución. Aplicando la fórmula (2), obtenemos 


grad u 


ертеп Ф-ер-- соз p-ez. 

Ejemplo 3. ПаПаг ol gradionto del campo escalar dado en las 
coordenadas esféricas (т 0, Ф) 

sen 0 
т 


=r+ 


—sen Осоз ф. 


Solución. Aplicando la fórmula (3), obtendremos 
son 0 соз0 (1 
grad u (1 и Jet а ( —cosq) eot # og. 


F 
3°. Rotor en las coordenadas ortogonales. Sea 


а = а, (91, gar 93) е + аз (9, da, 48) е + 
F as (91 das 9a) ез- 


tonces 
1 1 
HA HE 
rota ә ә е 
242 ga 
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ular, en las coordenadas cilindricas (y; =P, da = Y 


(4) 
rota=| o 2 «|. (4) 
ar 00 Ip 
ri rsen 0-07 


Ejemplo 4. Calcular el rotor del campo vectori 


1 dado en las 
coordenadas cilínd 


a son que 29% е, pue, 


Solución. Utilizando la fórmula (4), obtendremos 


1 1 
то e ре 
rota =|_0 ò ô |= 


sen p соз ф —pz 


соз ф 


== 0—0) —е,(—2 DA Fe E 
4”. Divergencia en las coordenadas ortogonales, Sea dado el 

campo vectorial 

а = а (ду. das чә) б, + чз (4, das 9а) её + 


+ аз (hs 9а 93) ез. 
Entonces 


diva— 


1 [ Da HA, 


) y Pla М.И»), Da MN) 
ҮЛҮЛ ке + Жы |» 


q 2 a 
En particular, en las coordenadas cilindricas (q, = р, фу = pe 


1 дра) , 4 дь |ды. 


diva== = LL 


др ‘р дф ' б: 

En las coordenadas esféricas q = r, qa = 0, фу = 
o. 4 да) 1 а(веп 0-а), 1% 
diva O 20 rr др ` ©? 


108 
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Ejemplo 5, Mostrar que el campo del vector 
оз0 sen 0 


а e, cu 
es solenoidal, 
Solución. Aplicando la fórmula 5), obtendremos 
а о |, 2000 1 Г ро 
di F (G тэ ) toa (en Jro 


1 2 cos 0 A 2 
=r (280) ар 2301 0008 6=0 
en todas las partes, dondo r # 0. Esto significa que el campo del 
vector а os solenoidal оп todas partes, menos el punto 


‚= 0. 


267. Mallar las ecuaciones de las líneas vectoriales 
de los siguientes campos 


1 4 
з) але ре, Нез 


b) а qe + Pey + zez; 
c) a Za cost a, ; asno 
Hallar los gradientes de los campos esc 
a) En las coordenadas cilíndricas 
268. и = p? + 2p cos p — e sen q. 
269. и = p cos p + 2 sen? ф — Зр. 

b) En las coordenadas esféricas 

270. u = г? cos 0. 

271. u = Зг* sen 0 4 e cos p — r. 

272. u=p 259, p— const. 

Calcular la divergencia de los vectores: 
a) En las coordenadas cilíndricas 

273. а = pep + 2 sen pe, + 2% соз 2е.. 
274. a = Фф arctg pe, -- 2е„ — zee, 
b) En las coordenadas esféricas 


275. a 


Calcular el rotor de los campos vectoriales siguientes: 
216. a = (2r -+ ® cos p) e, — a sen Bes + r cos beg, 
a = const. 


eya — const. 


ares: 


Ф 
re, — 2 0082 ев + rf ey. 
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277. а = rie, + 2 соз Beo — Peg- 
278. a= cos pep E eo + ?е,. 
Е 
279. Mostrar que el campo vectorial 


es potencial. 
280. Mostrar que el campo vectorial 
a = f (r) er, 
donde f es la función diferenciable cualquiera, es poten- 
cial. 
5°. Cálculo del flujo en las coordenadas curvilíneas. 


arte de la superficie de coordenadas gy = C, donde С 
imitada con líneas de coordenadas 


=a, (о < а); 


Be (В, = В). 


Фа = ол, 4 

Фа = №, 9 
Entonces el flujo del vector 
а = а, (hs 4з, 9a) е + аз (їз, das 93) её + 


+ as (41, 9а, 93) ез 
a través de la superficie S en dirección del vector e, se calcula 
sogún la fórmula 


а, б, 
п { {ш (с. я ад п.с. а.а) ных 
вв, 
Х (С, 42. ал) dga dgs. (9) 
Análogamente, se calcula el flujo a través de la parte de la 
superficie qa == C o a través de la parte de la superficie q, = С, 
donde С == const. 
Ejemplo 6. Calcular el flujo del campo vectorial dado en las 
coordenadas cilíndrica: 


а = pep гел 


a través de la superficie exterior de la superficie lateral del cili 
p= 1 limitado por los planos z = 0, 

Solución. El cilindro es la superfi 
= const, y por lo tanto el flujo buscado 


эд 4 
п= | | c2 azap —?лєз, 
бо 


de coordenadas р = 


de donde para la superficie р = 1 obtenemos П = 2л. 
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plo 7. Hallar el flujo del campo vectorial dado en las 
coordenadas esféricas 


а = т0е, + redeo 


эг de la semiesfera superior 5 del radio 
de coordenadas. 


parto de la 


a través de la parte exte 
R соп el centro en 
Solución. La se 


porficio de coorde- 


madas r = const, precisamente г = R. En la euporficio 5 tenemos 
oro 94:70. gisi: 


MAP ILL 
donadas esfé 


endo on e que en las 
My Н, 1, M= Мог. My 
Mediante la fórmula (6) hallamos 
n? 2л мг 
и {ло [озор 2х 0500 040-2004. 
o o 8 


Calcular el flujo del campo vectorial dado en las coor- 
denadas cilíndricas a través de la superficie dada 5. 
ре» -— сох фе. | zez, 

5 св la superficie cerrada formad 
p= 2, y con los planos с = О y z - 

285. а == ре, | pqey — 2ze s, 

S es la superficie cerrada formada por el cilindro 
1. los semiplaños «р = 0 y q == 1/2 y los planos 
1,2 1. 

283. Hallar el flujo del campo vectorial dado en las 
coordenadas esférica: 


por el cilindro 


p 


1 
ae 
a través de la esfera del radio R y con el centro on el 
origen de coordenadas. 
284. Hallar el flujo del vector dado en las coordenadas 
esféricas 


а = re, + r sen без — 3rg sen бе, 
a través de la semiosfera superior del radio Л. 
285. Hallar el flujo del vector dado en las coordenadas 
esféricas: 


rie, + R? cos qe, 
t. 


a 


a través de la esfera r 
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286. Hallar el flujo del vector dado on las coordenadas 

esféricas: 
а = re, — r зеп Ө-е„, 

a través del semicírculo del radio R dispuesto en el 
semiplano q = + (el flujo зе tomó en dirección del vec- 
tor ец). 

287. Hallar ol flujo del vector dado en las coordenadas 
esféricas: 


А Ал ож 
а = rsen $- eo +r sen 0'соз qeg, 


a través del lado exterior de la parte del semicono УЗ 2° = 
= z? -+ y? limitada de arriba por el plano 2 = УЗ (0 < 
<:1<V3). 


6. Hallazgo del potencial en las coordenadas curvilineas. 
en las coordenadas curvilincas gi, ga, 0з dado el campo vectori 
а (М) = а, (41, da 93) е + а (91, 92. 43) ег + 

+ аз (dis da, 49) еа 
nio Q del cambio de variables д, 


ia, qa) de esto campo la 


и ( 
Ч һ la forma de 


igualdad а (М) = grad u (M) oscribor 
ды 


| 1 1_ ди P 
үе ases ases = т O E T rt 


41, 
My дау 0" 
De aquí sigue que 
du ди du 


ES Mm 


Esto es el sistema de las ecuaciones diferenciales de las derivadas 
parciales, integrando el cual hallamos el potencial buscado и = 
= и (41, Ya ISE C, donde C es una constante arbitraria, 

Kl sistema de las ecuaciones diferenciales (7) se resuelvo dol 
mismo modo como para ballar la potencial en las coordenadas 
cartesiana: 

El sistema de las ecuaciones difere: 

1) en las coordenadas cilíndricas (g, 

ðu ди pa tom 
FA ре Сг 
2) en las coordenadas esféricas (фу = г, 4з = 0, дз = q) 


тв, = — rsen -age (7) 


¡ales (7) tiene la forma 
Фа = Ф, в= 2) 


= а] (т) 


152 COORDENADAS CURVILINEAS CAP. VI 


Ejemplo 8. Hallar el potencial del campo vectorial prefijado 
en las coordenadas cilíndricas: 


reti In 
a= (“е cosg ) ep—sen peot bes 


Solución. Según la fórmula (4) hallamos 


1 1 
Я е, 0:72 
ә ә ә МИ 

rota=| -57 а = | e> 
arctg z м» np 
-p tose emo TFF 


es decir, el campo dado es de potencial. El potencial buscado и = 
= u (p, p, 2) es la solución del siguiente sistema de las ecuaciones 
diforonciales: 


5 AEE cos q, 1 


ди 
$9 Ра, | 


¿du Дар 
a TTF: J 
De la primora ecuación mediante la integración por p hallamos que 
u = In p-arctg z + p cos p + C (p, 2). (8) 
Diferonciando (8) respecto de Ф, obtenemos 


ди _ ас 
еттк, 


y puesto que 22 — —рзеп Ф, entonces + жо, ов decir, С = 
=C; (а). De tal modo 
и = Ín p-arctg z + р cos p + С, (2). 
De aquí р аго р соз p 1 
ди h 
Era 


En virtud de la tercera ecuación del sistema tenemos 


ар ар , œ 
т=з СЁ, 

o son, С{ (з) = 0 de donde С, (2) = C = const. Y el potencial dol 
campo dado 


и (P, Ф, з) = ln p-arctg z + p cos p + С. 
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En los problemas siguientes es necesario convencerse 
que los campos vectoriales prefijados en las coordenadas 
cilíndricas con potenciales y hallar sus potenciales. 


288. ame ее 


289. а= рер $ estz ez. 
290. а = pue, + zep + ppe: 
291. a= e? sen pep е0 соз ез. 2ze,. 


292. а = q соз ze, + COS Zeg — рф зеп ze,. 
Ejemplo 9. Hallar el potencial del campo vectorial prefijado 
en las coordenadas esféricas: 


1 е Olur оф Inr o 
=L We, 4 + peeo. 
а= e y 69960 + e eo, 


Solución. Según la fórmula (4°) obtenemos que 


er reg rsen 0-е 
5 АЖ О e. 
rot a=—_ | ör 96 Jy о. 


rasno | ү 
Fe pinar On reo 


El campo dado es potencial en el dominio donde r > 0, 0 + пл 


О: E h 
Para hallar el potencial 
diferenciales (7) tiene la foi 


u (r, 0, q) ol sistema de ecuaciones 


CIA 
ten, | 
ди 0 
=- Inr, | (9) 
ðu ee 
бр 6-е] 
Al intograr la primera ecuación del sistema (9), obtenemos 
u =e ® Inr + С (q, 0). (10) 


Diferenciando (10) por 0 y teniendo en cuenta la segunda ecuación 
del sistema, obtendremos 


ео in rge"? In O, 
ас 
о sea, 79 =0, de donde С (Ф, Ө) = С, (Ф) y por tanto 


ш=е9® ше С, (9). (11) 
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Diferen 


ndo (11) por ф y teniendo en cuenta la tercera ecuación 
del sistem: 


(9) hallamos 
060% 118% ln г-|- С; (4) 


o С! (p) >U, de doude C, (q) == C = e 
es igual a 


. La potencial buscado 


u (г, 0, ф) = е9 In r- С. 
potencialidad de los sig 
ados en las coordenada 


Demostrar 
vectoriales prefij 
sus potenciales 

293. a 0е, + 


campos 
hallar 


294. a =2re, + Ly 


9 Tai 0 

295. a- qe! Же, | Fes. 

296. а — cos psen 6-е, | Cos q cos 0-ey— SEN qu ey. 
з 

2 : MOE. эин 

297. а {гейт 


Єйєнїө de la integral lineal y de la circulación del campo 
rial en dos coordenadas сита тех. Dado que e) compo vectorial 
а (М) = a, (ть Ча, 93) е, + аз (а. de аа) €a + аз (911 Ча» Фа) ёз 
es definido y continuo en el don Q de la variación de las coor- 
donadas ortogonales cnevil а. ҷа 0 

La diferencial dr del radio vector r del punto cualquiera 
M (ду, da: 90) СО, como es conocido, es igual (véase el $ 23, (8)) 


dr = I, аце + Ha йде, + Из йе. 


СЕ 


lel vector а (M) por la curva orientada 
1. Q será igual a 
ўса. dr) Гал, da, | alla dqa + ualia dgs. (12) 
г. № 
En particular, para las coordenadas cilíndricas q, = p, ga = 
= p, аз = z obtendremos 
а = ap (р, Ф, 2) €p а (р, їр, зе, E uz (р. $, 2) ez, 
de = dpep + раде + dze,, 
por eso 
fta, dr) fandt паб афа des азу 


È [А 
rdenadas esféricas q, = r, qa = 0. у = Ф obtendremos 
а = а, (r, 0. Фе, + ao (т, 0. Ф) еу 4 ay (7.0. q) ец. 

dr = dr-e, +r d0-ey + т sen Ө dy-eg, 
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у, por consiguiente, 


(а, ап) fo, dr + rag d0+rag sen Ө dp. (14) 
ГА £ 
La circulación C del campo vectorial a(M) en las coordena- 
das curvilíneas 41, фу, з 30 calcula en el caso general mediante la 
fórmula (12), y en el caso de las coordenadas cilíndricas o esféricas 
ella so calcula pe medio de la fórmula (13) 6 (14) respectivamente. 
Ejemplo 10. Calcular la integral lineal өп el campo vectorial 
prefijado en las coordenadas cilíndricas 
а = Ар зеп prep - 3P -eg + (ph) rea 
a lo largo de la recta 


4 
u el ejemplo dado 


del punto ofo 4.5) hasta el punto afa 5.9). 
Solución. 


р Ф. 

Sogún la fórmula (13) la integral linoa) buscada 
|. ar) omo { pue d+ ФФ) dz- 
дл А 

En la rocta L tenemos: 


а„ = 4р sen $, а= г, а 


dọ=; 2=0, d=; Spesi 


Por tanto 


| (а, dr)= { 2ИБрар VE {орар ИЯ. 
А дА 


Ejemplo 11. Calcular la integral lineal en el campo усо 
prefijado en las coordenadas esféricas 


а == ersen 0-е, + 30% sen y-en + 700 
» de la línea 


a lo la 


on dirección del punto AS 
(fig. 40). 
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unferencia con el centro 
1 que se encuentra өп 
ales a 


Solución, Línea / es el arco de la 
en el origen de coordenadas y el radio R 
el plano yOz. Las coordenadas del vector dado son 


а, = ef sen Ө, ао = 30° sen p, аф = r99. 


FIG. 40 


En virtud de la fórmula (14) la integral lineal tiene la forma 
{ (a, dr)= f er sen 0 dr -+-30% sen q d0-|- гаф son O аф. 
L È 
Toniondo en cuenta que en la línea Z so ci 


r=1, d=% 4, dp, osos, 


len las condiciones: 


obtendremos 


fa, ar $ 30% 40 = | 3040. 
L ГА % 


Ejemplo 12. Calcular la circulación del campo vectorial prefi- 
jado en las coordenadas cilíndricas 
а = p sen ф-е„ + 02-e4 + pie 
a 10 largo de la curva 
p=sen ф, 
L: ETTER 
{ z=0, ыы 


Solución. Las coordenadas del vector dado 
ар = рзет Pp, аф = pz, а; = p". 
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El contorno Z es una curva cerrada que se encuentra en el plano 
== 


Sustituyendo las coordenadas del vector dado en la fórmu- 
la (13) obtendremos 


с-ф озеп pdp-+p%dq+p* йз. 
+ 


FIG. 41 


En Ж curva /, tenemos: 4 
= 0, dz = 0; p = cos ISPR 
Por eso la "circulación Dumada ч Аер ы Ы 
л 


= фон son? ф cos фаф= 0. 


Ejemplo 13. Calcular la circulación del vector prefijado en la 
coordenadas esféricas 


а = re, +- (R + r) sen 0-е. 


por la cireunferen 


A 


afet 


en dirección dol incremento del ángulo p. 
Solución. En el ejemplo dado 


а; = r, ag = 0, аф = (R + r) sen Ө. 
Según la fórmula (14) la circulación buscada es igual a 
C = Ẹ rdr- (R+ r) sen Orsen 0 dp = Qrar |} r(R +r) son? Өй. 
È L 
En la circunferencia L dada, cuyo centro se encuentra en el ori- 
gen de coordenadas, tenemos 


r=R, dr=0; o о<е<л, 
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у, por consiguiente, 


эһ 
ё зе $) y за ўа дла, 
ї а 


dadas L en 
coordenadas 


Маг la integral lineal por | 
ctoriales prefijado: 


-b pr ey E cos ques, 
nto de la recta: {р = a, p = 0,0 5251}. 


299. a Эче + ге, 


| 


p 0,0<p<a). 
з р-ер + р sen Geg + рез, 
ra de la línea helicoidal: {р = №, 2 = p, 


ntegral lineal por la línea dada L сп Jos 
campos vectoriales prefijados eu las coordenadas esfé- 
ricas. 

301. а = е” cos q-e, + 20 cos 0-€9 + ф-е„, 

L es la semiesfera: { = 1, p = 0, 0<0<a). 


302. a--4r3tg Le, + 0-ф-ео-ео | 6052 ф-ез, Г, ез el 


segmento de la recta: (p=, 0=%, 0<r<1). 


303. а = sen? 0-е, } sen 0-ep | roO- ey, L es el seg- 
л a 

mento de la recta: (ph, reao 45055}. 

Calcular por los contornos dados la circulación de los 
campos vectoriales prefijados en las coordenadas cilíndri- 
cas. 

304. a = zep + рге„ + pen 

L es la circunferencia: {р = 1, z = 0). 

305. а = p sen p-ep — prep + Pez, 

L es la circunferencia: {р = R, 2 = R}. 

306. a = 2 cos p-ep + Peo + Pen 

L es el bucle: {р = sen p, z = 1). 

Calcular por los contornos dados L la circulación de 
los vectores prefijados en las coordenadas esféricas. 

307. а = rde, + r sen @-е„, 


L es la circunferencia: {r—1, 0- 2}. 
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308. а =r sen 0-е, + Ue'eo, 


L es el bucle: (> sen p => 


309. a—rq0-e, 
L es el contorno limitado por la semiesfera {' =R, 
0—4, 0<0<a) 


y por su diámetro vertical; {ф-= 2, 0-01. 
р 4 


>. OPERADOR DE LAPLACE 
EN LAS COORDENADAS ORTOGONALES 


Si u = u (д, а, чз) es la función escalar, entonces 
1 ди 1 ди 1 du 
ti A их Ù 


Si 
а = а, (т. das Ча) €i -H аз (їз, des а) ез + 


Б aa (ч. ar 93) ез, 
entonces 


diva ч aA 


; a | 
MH | 
ә 


SAO 


Aplicando las fórm 


s (1) y (2) para el operador de Laplace Av 
obtenemos la expres 


n siguiente: 


1 | а ( 
TIA (аду N Н, 24, 


ане (5а) 1 A) | 


И.Н, ди ) 


Ли — div grad и 


En las coordenadas cilíndricas 


llo) (ra) | 


Laa ди ) П 1 ш Pu 
ГЕЛ (б Пот а | 
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En las coordenadas esté 
П ә ди ә Л 
= А - я 
a [сэ (ode) (0-2 )+ 


ә 1 du + д ди 
tap (eno аф )]= Тт дг (= дг )+ 
1 1 дш 


ô ди 
а a (rn) Ратио и 


esféricas tomar en considera 
lución (que no debe ser función de 0 y de Ф), obtendremos 


ча ди 
1.2 (адил, Я 
a) o cum 


Do aqui 


„= с, 
r ar 
de modo que 
с 
un Li 
т 


donde Сү, С» son constantes. 

310. Dado el campo escalar и = и (М) en las соог- 
denadas cilíndricas 

и (р, q, 2) = pp +2 

Hallar Au. 

311. Dado el campo escalar u = и (M) en las coor- 
denadas esféricas 

и (r, 0, q) = po + гаф? + + 0% 

Hallar Au. 

312. ¿Son armónicas las funciones siguientes? 

1) и = р? соз 2p, 

2) и = r cos 20. 

313. Hallar todas las funciones armónicas posibles; 

1) que dependen sólo de Ө, 

2) que dependen sólo de p, 
(en el sistema de coordenadas esférico). 

314. Hallar todas las resoluciones de la ecuación de 
Poisson 


P — poz. 


ди = m- 


en el sistema de coordenadas esférico, зі и = u (r). 


RESPUESTAS 


= 


y=—2 


4. a) Semirrecta >o, z< 0 que pasa dos veces 
cuando — = <t+ co; b) para £E(—00, —1) U(—1, оо) punto 
а Н 
rO= ppt gpI corme dos veces la somirrecta 


хи =>, > 0) е 


23 


9) у= 


T itk. 8 itk. 9. — id k 
10. —i+k. її. её УК, 12. No. 14. No. 

dr dr |2 dir dir 
17. a 2(@-›”): b) Е +(^ =): о [e Б 


21. Las circunferencias que se encuentran en los planos perpendi- 
culares al vector a. 
22. La hodógrafa de vel 


lad es la línea helicoidal: z = 
la hodógrafa de aceleración es la 
х = —asent, у = a cost, z= 2b. 

da _da du. da _ da (duy?, da du 
Бык лын: (т ) ли ав 


28. (#—1) eitt (: da + sen 2) јато о. 


29. Flo (1-09). бу зев toledo, 
30. esen tai sont j е. 


a E; ¡+2 . 
i. -p ¿+ cos # — зеп ғ) т: +e. 


1101406 
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> E 
32. 3-я. 33. (1—e Dist? — 1) + (01) k 
34. —In2-¿4+k. 35. 2n%i4 лу-- лак. 


v2 


2 
ИЕ зад. Е | 902)3/2 
еп 37° RA A an 


36. R 


E 
39. R= > чл. 


1 1 
E ET 


а 


= С ез la familia de elipsoides de tres ejes. 


C es la familia de paraboloidos. 
а de paraboloides. 

de cilindros elípticos. 

з а de los planos paralelos. 
50. а do semiplanos que se obtiene de un haz de plano: 

аул -+ ауу + ast = С (буг + bay + бус), que pasan рог la recta 


ajo азу- авг = 0, } 
biz l-bay-+ 032—0. 


mediante la exclusión do la propia recta. Aquí а, аз, аз son las 
coordenadas del, vector a; y, dx, ba son las coordenadas del vector b. 

51. 22 + y? + 22 == °C? оз la familia de las esferas concén- 
tricas. 


т у oz 


52. (a, b, r)=C ó |а а, аз |= С ез la familia de los 


bi dz bs 


planos paralelos. 

53. 2z — y = C os la familia de rectas paralelas. 

54. y = Cz, C > 0, z + 0, es la familia de rayos con el vér- 
tiee excluido O (0, 0). 

55. y?= Cz os la lamilia de parábolas. 

56. 22 — y? == С es la familia de hipérbolas. 

57. y = —z In С — С, C > 0 es la familia de rectas. 


58. YE. 59, YA. 60. уз e. в. —2. 62. hy 


5 3 
1 243 75 
63. |. 64. 0. 65. ——4—— (у 243). 66. 0. 67. —2. 


11% 
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. 69. -а+у—ю. 


л. 12. ф=о. 
74. у= — х--2пл, п=0, +1. +2. .... 


73. p=0. 
75. лауа at 


1. 78. T. 79. а. RO. аў, r)+b(a, r). 


du 2u 
r2 du Зы. 
81. 2laj2r--2(a, г) а. 86. ar гы 
z ди соз (ғ, 1). du - 
вт. q AG Lo para rat 
ðu o дч 
88. ME" 89. = 
ди (grad u, grad v) | 
А: e ea T 


del eje Oy; 
ón del vector a = —i — 2j + 2k. 


94. 124 yt- 22= с, 


=ey+ 


97. 3=C,x, y =C, 
Сү, 24222 


+ donde Роз, bos, bog Son las 
coordenadas del Vector By. 


104. 


аз 


107. H=4xR3/(R). 108. n=. 109. n- + 
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143. 16л. 144. лН?. 145. 


RESPUESTAS 


110. = яз. 111. П= Аз. 


_ в! __л 
112. Ma. изо П. 
414. ИО. 145. 1. 116. п-т. 117. А Адн. 
148. a) п-т, b) П 102; ©) Пл. 119. По. 


=0, 122. П--л. 123. JI=0, 


120. П=6лн. 124. И 


_2 y2 j 
126. n= а (2-02). аз пеле 


126. п УЗ. 127. п==45л. 128. 1-22 д, 


129. П=8л. 130. по, 431. y (n=, 


132. 77%. 133. 0. 134. 0. 
135. y (2) = С — 2, С = const. 136. П = 4178. 
137. div E = 0 (r +0). 


2 


д. 146. 0. 147. 5. 


32 
мв. ал. 149. ул. 450. joa, 454. энэ, 


452. 81 а, 153. —1. 154. —л. 


455. Solinoidal. 
156. No solinvidal. 
157. Solinoidal. 


159. g(M=L, r +0, C= conste 
r-ri ra Ц. 
161. МЕЧ. 162. 1012. 169, оо. 164, 0 
4 41 14 2 


166. 3 Ез. 167. + 168. а) — 15 * b) T“ 169. 0. 


5 


5 = 1 
110. + 171. 3 V3. 172. 5. 


473. — лаз. 174. 1. 


R? а = А ; 
475. —?л. 176. E. 177. G. 179. —2 (zi+zj+yk). 
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- 180. 3 (22—22) j. 181. (1+y)k. 191. оу 


193. f (z, 2) = 22-4-2426, C= сопзі. 


195. 4л. 196. —4л. 197. +. 198. — 2л. 199. аж, 


200. 7297. 201. 0. 202. Yes 
203. 20ла?. Indicación. v rl. 
204. де = 1. 205. He = 3. 206. Depende. 


207. No depende. 208. Depende. 209. -—1. 210. 7 


2 2 л 1 
211. o. 212. 5. 213. —5-. 24. р. 


216. E. Indiención. Completar la vía de integración L con el 


segmento OA del eje Ох. 
247. No. 218, Si. 219. No. 220. SÍ, 221. No. 
222. No. 26. ф = л2у2, 227. ф = z -- туз. 
228. ф= уу а, 229. Ф Ня. 
230. q = arta Eon: 231. Фф = г. 232. ọ = 1а г. 


233. er. 234. y =0ax+Py+ya+C, C= const. 


Фф = ey + ya + ba С. 236. q = зу + e + С. 
е^ sen y Ez - C. 247, a) Sí; b) по; с) ві, 


. и = Аз? + га — Ау, А у В cualesquiera. 


эм. а pea СС н ан 1, 
ala |2} -- Сы Ca si пл 4 (= 40). 
л 4 


а. 253. 1 =— з 254. I= 3 añ, 


E — ше) j. 259. 
ARA E E H, Di 
qUe + еЗ) у — хий. 


166 RESPUESTAS 


267. a) ре ФС 0—26, DP }- 
к 


©) ФС, г=С,зепзӨ. 
268. grad и = 2 (р-- соз) ep— 


ж еф e? sen p-ez. 


269. grad и = (cos p— 3 In 3) e, 4- (Gon 24 —sen ә) х 
X eg -+sen? p-ez. 

270. grad u=2r соз 0-е; — гчеп Ө-еө. 

271. grad и = (6r зеп 0+e" cos ф— Пе, 3r cos 0-ep— 

er зеп ф 


Trend > 
272. grad u= —p 


(EL 2с030 сы eo) 


273. diva=24 cose son 2 


iva-L 9 z, 
274. diva р 2108р TFP (23422) ег. 


А 2 1 
275. diva OA + 


12608097 0, _ «зеп asno 
216. rota =- an0 Cr (20090 + y ) ат, 
27. тоба = — 9 ctg 0-е, Leo ма а 


218. тоба = —2pey te 


281. 24n. 282. 1-я. 283. 4л. 284. 2 an3. 


285. лн. 286. — 2 из. 


287. 48. Indicación. Beetle las ecuaciones de las superficies 
en las coordenadas esféricas. 


288. и = p+ p +С. 
289. u=- (pga). 290. и=рф:--С. 


291. и= е? зоп ф--22--С. 292. и=рфсоз = С. 
293. u=r0+C. 294. u=r+o+0+C. 
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295. и) ЕС. 296. и=тсозфвеп@--С. 


297. и=е” зеп 0H ln (14 9940. 
298.1. 299. ла, 300. 28А. ЗИ. дя. 302.4. 
зоз. 2-4-2 —+. 304.0. 305. —2лА*. 306. я. 


307. л. 308. 0. 309, 0. 310. Au=4q— 


ЗИ, ди 6ф0-- 12794 2-4 феш ni, 
312. 1) Sí; 2. No. 
313. 1) u (9) = с, ъа |+. 2) u(p)=C,p+Ca. 


ma 


"оо 
зм. у=} т-с, 


бис п —1,— 


Er + ©. Lren п=—2. 


SUPLEMENTO 1 


PRINCIPALES OPERACIONES DEL 
ANALISIS VECTORIAL EN LAS 
COORDENADAS ORTOGONALES CURVILINEAS 


1. Campo escalar está prefijado en las coordenadas ortogona- 
les curvilíneas u = и (41, qa, 9з). Entonces 
ди 


ойне de Laplace 


А HH, 


a [э (аг) + 
д H, H, М H, ди 
ие АШ $... 3 Жо Ера. „ае, 
э (аг) аа e ar) 
Casos particulares. a) El E cali está prolijado en las 
coordenadas cilíndricas и = u (P, q, 2). Entonces 
1 ĝu 


grad u= SE о 


T etii er 


Operador de Laplace 
рее ВЕ ( 


b) El campo escalar está prefijado en las coordenadas esféri- 
cas u = u (r, 0, ый nn 


па ее 
Operador de Lac 


229 = > 


et (0) +" + 


II. Campo. vectorial está prefijado en las coordenadas orto- 
gonales curvilíneas 


а = а (9, 4, 93) ё + аз (Чл, 92, 93) е + 


+ аз (Qis 92, 43) ез- 
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Casos particulares. a) Campo vectorial está prefijado en las 
coordenadas cilíndricas 


а= a (р, P, 2) €p + аз (р, P, 2)eg + аз (р, Ф, 2) ег. 


Entonces 
1 да) 1 ða, | да, 
diva CR 
le, e 
pe te 
rota=| ð ә Я 
Эр 9$ 
a раз аз 


b) Campo vectorial está prefijado en las coordenadas esfó- 
ricas 


а = a (r, 0, фе, + аз (r, 0, Ф) ед + аз (r, 0, Ф) ер. 


Entonces 


diva= 


1 обаа) A Dlaesend) , A даз 
e дг 


son O 20 б тзепо оф ' 


< тзп 0 т” 
tot a= ә Y Y 
ar 20 РТ 


а таз asr sen 0 


470 


SUPLEMENTOS I Y II 


SUPLEMENTO 11 Elementos de areas de las superficies de 


coordenadas 
T Superficies 
Coordenadas | de coordena- Elementos de áreas 
Generales dS,=H(C, Ga, аз) Нз (С, 92, 9а) 4443 
qu 42, da H, (91, С, аз) Н» (91, С, 93) 29.093 


1 (01, 92» С) H (915 q2» С) датла 


Cilíndricas 


Сз sen 0 d0 dp 
rsen С dr dẹ 
=r dr d0 
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1. BRONSHTEIN, К. SEMENDIAEV 


MANUAL DE MATEMATICAS PARA INGENIEROS 
Y ESTUDIANTES 


El manual está compuesto por el Doctor en Ciencias Fisicomate- 
máticas, catedrático K. Semendiáev y por el catedrático 1. Brons- 
htein. Contiene seis secciones: «Tablas y gráficas», «Matemática 
elemental», «Geometría analítica y diferencial», «Fundamentos 
del análisis matemático», «Capítulos complementarios del análisis» 
y «Tratamiento de las observaciones». Las tablas que vienen 
en el texto se dan con tres o cuatro cifras sig ativas y contienen 
los valores de los logaritmos decimales y naturales, las funciones 
exponenciales, hiperbólicas y trigonométricas, la función Gamma, 
las funciones de Bessel, los polinomios de Legendre, las integrales 
elípticas, la integral de probabilidad y otras tablas. 

La matemática elemental comprende el Algebra, la Geometría y la 
Trigonometría. Los fundamentos del análisis matemático con- 
tiene una introducción al anál 1 cálculo diferencial e integral 
ones diferenciales ordinarias en derivadas parciales 
órdenes. 

Los capítulos complementarios del análisis abarcan los números 
complejos y las funciones de variable compleja, el cálculo vecto- 
rial y las series de Fourier (análisis armónico). En la última sec- 
ción se exponen los fundamentos de la teoría de probabilidades y 
de la teoría de errores, como fórmulas empíricas y de interpo- 
lación. 

Además de la gran cantidad de fórmulas que se exponen, los auto- 
res presentan una teoría breve y muestran el modo de resolver los 
problemas. 

El libro está destinado a los estudiantes de las escuelas media y 
superior, así como a los especialistas. 


N. EFIMOV 
GEOMETRIA SUPERIOR 


En este libro, escrito por el profesor N. Efimov, lauredo con el 
premio Lenin y Doctor en Ciencias Fisicomatemáticas, se examina 
un gran número de problemas. Se da la argumentación matemá- 
tica de: la geometría eucl las geometrías no euclídeas de Lo- 
bachevski y Riemann, la geometría proyectiva, la geometría de 
Minkovski y las cuestiones geométricas de la teoría especial de la 
relatividad, así como una noción general de las formas topológicas 
de la geometría de la curvatura constante, La obra se divide en 
tres partes. El material principal se éxpone en las primeras dos 
partes. El material de la tercera parte —nociones principales de 
la geometría de la curvatura constante— puede ser aprovechado 
en el trabajo de los culos matemáticos. 

El libro se caracteriza por la claridad de su exposición y es compren- 
sible para un amplio círculo de lectores, aunque las cuestiones 
que trata, por así decirlo, no siempre son sencillas, Esta monogra- 
fía ha sido reeditada varias veces еп la Unión Soviética y en otros 
países. Está destinada a los estudiantes de los centros docentes 
suporiores, así como a todas aquellas personas que se interesan por 
las matemáticas. 


У. MASLOV 
MÉTODOS OPERATORIOS 


La obra ofrecida, perteneciente a la pluma del Doctor en Ciencias 
Fisicomatemáticas V. Máslov, corresponde а la exposición de un 
curso de conferencias dictadas por el autor a los estudiantes de la 
facultad de matemática aplicada del Instituto de Construcción de 
Máquinas Electrónicas de Moscú. En la cuestiones contemporáneas 
de la matemática aplicada y de la física teórica, el análisis funcio. 
nal y la teoría de los operadores lineales desempeñan un papel 
importante. Al mismo tiempo, los problemas actuales aplicados 
obligan a tratar las bases del análisis funcional desde otro punto de 
vista, e, incluso reformular la exposición tradicional de las mismas- 
Precisamente a este fin sirve este manual de estudio. En los prime- 
ros tres capítulos se exponen los principios del análisis funcional, 
necesarios para el método de resolución de una amplia clase de 
ecuaciones con derivadas parciales'y de ecuaciones en diferencias 
finitas, propuesto por el autor. A este método se dedican los res- 
tantes capítulos del libro, El método de Máslov es una generali- 
zación de largo alcance del clá: método de operadores de La- 
place—Heaviside. El mismo goza de gran estima en la URSS (en 
4979, debido a ello, a esta obra le fue concebido el premio Estatal 
de la URSS) y en el extranjero. 

La exposición tiene una evidente orientación aplicada. En calidad 
de ejemplos de empleo del método se muestran las resoluciones de 
muchos problemas físicos importantes. 

El libro está destinado a los estudiantes de institutos de enseñanza 
superior, y será de utilidad a profesores de mate а y а los 
especialist 


